Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboligues cylindriques - p 


Solution de l'équation de Laplace à deux dimensions en coordonnées paraboliques polaires 2D 


(р.у) et cylindriques 3D (u,v,z) avec conditions aux limites Dirichlet, Neumann ou Robin par la 
méthode de séparation des variables 


Le système parabolique cylindrique (u,v) (2D) est défini par le changement de variable 


и? _y? 

VIELES = y=cuv ; z c facteur d'échelle 

Typiquement nous recherchons la solution du problème aux limites intérieur en coordonnées 
parabolique sur un espace borné dans les limites H € [0,0] ; vel0+o] ; zetasl soit 


и Elu, uo] ; ve[o,v,] > ze [z,, z, ] 


À 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 2D (u,v) s'écrit sous la forme 


1 O'T(u,v)  д°?Т(и,у) 
AT (u,v) = + 
(u.v) нана ди? ду? 
Le Laplacien en coordonnées parabolique cylindrique 3D (u,v,z) s'écrit sous la forme 


2 2 2 
AT(u,v, z) == | д FORME) n д Tus) " д Tuv. z) 
© (и Kä ) ди ду Oz 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboliques cylindriques - p 


Les formules de changement de variables sont : 


2 e 
y-cuv Siyz0-v- due 


+ ts LER,v>0 
CH ext x y? de dr Jx y? 
б six>0,y=0— Ps Jc si x < 0, y 20 SE 


v=0 Se 


x+1/x* + y? x+1/x* + y? 

PUFF == =Ê = HER 
si x > 0, y > 0 > Ve si x > 0, y < 0 > ve 
Ў y 


у= y= 


Je x+ dei y? О тет 
x+ JX + y? _ Vx+ Jx +° 


ge Hu 
y 


si x < 0, y > 0 > si x < 0, y < 0 > 


Se 


у= v=- 


dex Jx + у? Ve x+ ух? + у? 


Le Jacobien en coordonnées paraboliques cylindriques et la métrique sont : 


ôx 
ди u -v 0 
Ol=c*deti v u 0 =c?(u2+v2) 


0 0 1 Жж. 


S 

2. 

a 

D 
Sje Lg 


ds? = (4° +v? ац? +dv?*)+dz? 


Le problème aux limites de l'équation de Laplace peut alors se formaliser de la façon suivante : 


0 


1 д?Т(и,у,2) O'T(uv,z)) O'T(uv,z) 

2[.2 1.2 2 ha 2 m 2 = 
с (и +у ) ди ду Oz 
(u,v,z)eQ de frontière дО. 


CL. œ TÉL + рту, г) 
n 


= fiov. z) 


до 
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La séparation des variables en coordonnées parabolique polaire 2D (u,v) donne donc des fonctions 
propres similaires à celle des fonctions propres en coordonnées cartésiennes. Ce cas de figure sera 
traité rapidement car les solutions sont déjà connues par l'étude des nombreux exemples en 
cartésien. Le cas plus intéressant et paradoxalement assez peu étudié est celui d'une configuration 
tubulaire fini de section parabolique. Ce cas est une extension directe de l'étude des solutions par 
séparation des variables en 3 dimensions. Nous verrons que les solutions sont à rechercher dans la 
classe des fonctions de Weber ou appelées aussi "parabolique cylindrique". Ces fonctions ne sont 
pas souvent mise en oeuvre car dans la grande famille des fonctions spéciales elles sont difficiles à 
manipuler et ne sont pas souvent implémentées dans les logiciels de calcul mathématique, tout de 
moins pas toujours complètement. 


Prenons le cas de l'équation de Laplace à trois dimensions dans ce système de coordonnées et 
séparons la solution sous la forme d'un produit de fonctions de chaque variable Huet z. Dans les 
solutions présentées, il existe plusieurs types de fonctions employées pour représenter les solutions, 
parmi elles : les fonctions paires et impaires de Weber W. et W, qui sont linéairement 
indépendantes (pas souvent employés, voir P.Moon, D.E.Spencer, Field Theory Handbook . On a 
aussi les fonction U et V, ainsi que les fonctions paraboliques cyclindriques D,, assez liées comme 
nous le verrons aux fonctions U, V et aux fonctions de Hermite. Par séparation des variables 
l'équation s'écrit : 


T(u,v, z) =U(u)V(v)Z(z) > tir +U(u)V"(v)Z(2))+U(u)V (v)Z"(z) = 0 


_ (UG V (v) Dat", Zei _ Í _ (U"(UV(V)+U(W)V"WV)) _ Zei a 
| 3 
e v) Z() (u +v? Z(z) 
Ent, cl rech D (i) = ` JEE a eye] 2E. n. 
Ош) Уф) U(u) Ve) Z(z) 
mU. s s) s ic ND ar 


U(u) V(v) Z(z) 
U"(u)-(a, +c u? )JU(u)=0  V'(v)+(a>-a;cv W(v)=0  Z'(z)+a3 Z(z) = 0 


4 


En posant par exemple: si az >Ü а <0 ages а) = NÉI 3 
с 


2 


4 
Са =0 


4 4 
Dall GG d NN tin z Z()=0 


En général dans la plupart des problèmes intérieurs en physique le paramètre оз= à? est positif, et 
la solution s'écrit sous la forme des fonctions D ои W paraboliques cylindriques , pour l'exemple 
pris précédemment: 

U(u) = A,D,(qu)* B,D-, (qu) V(v)=4D,(Gaqv)+B,D_, 4(-qv) 

U(u) = AW,(p.qu)* B,W,Cp.qu) 

V(v) = AW, (p, iqu) + BW, (piqu). 

On simplifie l'expression par la suite, en supposant que le facteur d'échelle c=1. Il est aisé de le 
réintroduire par la substitution, 4->4\с dans la fonction axiale uniquement. On peut montrer que 
les deux fonctions cylindriques construites sont bien indépendantes, puisque leur Wronskien n'est 
D,G) D, iz) 
D,(z) D , 'G2 


Avecles fonctions paires etimpaires W,(p,z),W,(p,2) | 


al 
= —j 2 i 


pas partout identiquement nul : y (z) = 
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En décomposant tous les cas de figure des variables de séparation, une fois posé pour simplifier 
le facteur d'échelle c=1, on peut aussi écrire: 


4 
Cas (1) En posant a, = 2 Kë -e(» J 


| 


(и 


2 
Z(2) = asu £) + B,Cos 2 


| | 
| 


3 1\ 4° U(u)- A, W. „(р,іаш)+ B„W,(p,.iqu) équation de Weber 
U"(u) dpt} Lu )=0=1,, Ges 
(u) = A„D „liqu)+B„D- (qu) équation de Weber 
y (v)+ 2: mm EUM V(v)-05 V(v)- AW, (p, qv)* B,W,(p.qv) s, de Weber 
2) 4 V(v)=A,D„(qv)+B,D- |бау) équation de Weber 
-> 


Si l'on substitue U(u) q U(u)et V(v) >q V(v) et qu > u et qv >v => équivalent aux équations de Weber 


2 


очи) COTE "wo t= 


Ux Los) Le J = e U(u) = A, W(p.qu)-* B, W (p,qu) équation de Weber 
U(u)- = AD, (qu)* B,D (iau) 


y (v)- dës к= FO)=AW(p.iqv)+B,W iav) équation de Weber 
4 V(v) 7 A,D,(iqv) 


2 +B,D_p- (яу) 
Si l'on substitue U(u U(u)et V(v 2 q V(v ) et qu  u et qv >v => équivalent aux équations de Weber 
2 
U"(u)+ dÉ = E =0 v"(v Ho) rc 
die die 


Cas (3) En posant а; -- £ a, = q?z Z(z)= 4e ? A Be 2 
U(u)=A„D i. (Лаи)+ варыр (Wian) 
2 2 


vide Sa ots o Ua)» Al indique вот (i Viau) 


V(v)= diia lidiav)+ SE [Via v) 
н-т: P tir, es "1-2 jte ia) 
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Cas (4) En posant аз = = a, =-q"t => Z(z)= Ae? tB, 2 


о(и)= AD à kack sp, (au) 
2 2 
Y c. Tcu 
ae AR (— iiia) Bu (niei 
rel - A.D, (Wiav+8,D, (Лау) 
E "s 
КЕЕН 


4 4 
Cas (5) Еп posant аз --í- a, = 0 U"(u)+ Tu? U(u)- 0 


Die 252 
Résultat connu n) 28 =L p (s Je yz" 24 E P А po-o 
2 2 


W(z)- :°(д„л( zer z) si p eN 


EE Ee z” )+B,J_,(8z')) sipeN 


z“ =p 
1 2,2 DR 2 1 1 2 2,2 4? 
En posant а = =; у= 2; = Pp ==Â;p=-=> œ =0; P = 
p SS BY д “РТА py B à 
2 


EN 
de 
X —M 
+ 
© 
ч 
+ 
N 
N 
бы 
NE 
GE 
"mu 
Fin 
N 
za S 
Md — 


= wa). LE w W(z)=0= (= "^ Ы Jr 
ые 
= 4О(и)= A, D Miau ën, al 


E 


U(u)- v (Lf) (f 


eget pu fe 
рти) иби) оиб) = 4D Hack 8D | (iar) 


25 


vie of) 


À 


4 gz éis q” z 
Z'(z)-2 Z(2)=0= Z(z)=A.e ? +В,е 2 =C,Cosh| ÏE |+ D.Sinh 42 
4 2 2 
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4 
Cas (6) En posant аз = ys a, = 0 


4,2 
U"(u) = U(u)- 0 = avec q >iq 


=> U(u)- A,D i(aqu)* B,D (iqu) 
2 2 
1 
обид Al - Sal aal - Zon! 
2-72: 2 
V(v)- 4, — ДЕ E ja Yv21 |а А | 
Vv? а 4 E 


STEE E d | ses S 


Cas (7) En posant аз =Ü а, = 4? restriction à 2 dimensions 
2(2) = A.z + В, 

О" (и) -40(и) = 0 = 4,Cosh(qu)+B,Sinh(qu) 

И" (и) + 42У (v) =0 (и) = A,Cos(qv)+ B, Sin(qv) 

Cas (8) En posant оз =0 а, = —q? restriction à 2 dimensions 
Z(z)- A.z + В, 

И"(и)+а?Ш(и)=0= А„Соз(ди)+ B,Sin(qu) 

V"(v)-q?V(v) 202 V(v) = A, Cosh(qv )+ B, Sinh(qv) 

Cas (9) En posant a; =0 о, =0 

Z(z)=A,z+B, U(u)=V(v)=1 
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Commentaire sur les solutions énumérées : 


Pour chaque cas, la question est de savoir si un tel système de fonctions solutions permettrait de 
prendre en charge le problèmes aux limites auquel on est confronté. 


Par exemple les cas n°5 et n°6 conduisent pour un problème aux limites intérieur sur un domaine 
bornée en L et v, à des solutions identiques dans les deux variables. Pour le cas n°5, si les fonctions 
de Bessel de première espèce forment un système de fonctions propres (problème homogène sur 
les parois latérales du cylindre parabolique), alors le problème doit posséder des conditions aux 
limites parfaitement identiques par permutation des variables dans les deux dimension u et v. Ce 
peut être par exemple le cas si la configuration géométrique est symétrique sur la section du tube 
et que les conditions aux limites sont également identiques sur les bords latéraux du tube. 


Pour le cas n°6, ce sont les fonctions axiales qui forment un système de fonctions propres, et pour 
les fonctions de Bessel l, une condition aux limites homogène est facilement rempli par le choix 
d'une combinaison linéaire adéquate des solutions de Bessel. 


Pour ce qui est des cas n°3 et n°4, le passage à la limite т->0, donne exactement les solutions du cas 
n°5, en effet, nous avons : 


Cas (3) er (4) D ,.. (iaz) et р. (ig:) 


= Lim SE (Лаг) pi (iad) et Lim кы (Лаг) E (лаг) 


= D (Jiqz)œ 4-2 J [£2 unes =] 
1 1 1 
= 4122 q.d - 4 
2752: 2:2 
=D ige) c Es | z Letz Е 2 J 
z 422 x 4 т; 
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Pour ce qui est des cas n°1 et n°2, le passage à la limite p->-1/2, donne exactement les solutions du 
cas n°6, en effet, nous avons : 


Cas (1) et (2) D (z) D., (z), D, (iz), D, (iz) 
=> Lim D (z)= Lim D ,(z)- D (z) et Lim D (iz )= Lim D ате (i z)= D (iz) 


>> zat 
2 2 ЖЕ A 2 


D (2) АУ | (mz) D (e) exer (Z Jensen (Z J 


—D CEE i TE T -) D зба) C421 , (E ` - Jesi (2 


E 


p> рэ-= 


| 
l| 


EZ 


Í 


On rappelle dans ces deux cas limites 5 et 6 le passage entre les fonctions paraboliques 
cylindriques de Weber et les fonctions paraboliques cylindriques D de Whittaker-Watson : 


Comme zeR 


Les problémes paraboliques cylindriques à deux dimensions sont représentés par les solutions des 
cas (7) et (8) lorsque la solution est constante en z. Par exemple on peut montrer qu'en prenant un 
probléme à trois dimensions, homogène dans la dimension axiale z, et purement de Neumann, on 
se raméne à un probléme à deux dimensions dans le plan des coordonnées u,v. 
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Propriétés des fonctions de Weber cylindriques paires W.(p,z), impaires W,(p,z), fonctions U(a,z), 
V{a,z), W(a,z) et D, (2) 


On introduit souvent les trois types de fonctions : 
F(2) = AD, (igz)+ B,D,(-iqz) рем 

{ А Е(2)= А.Р, (iqz)+B,D , (qz) peN 
F"(z)- GE + Э + еро = 05 ou F(z)= АУ. (p,igz)+ B.W, (p,igz) 

1 

ои Е(2) = AU(a,iqz) + B.V(a,igz) ауес а= 4, + Э 
Е(2)= А.р, (42) + BID (-qz) pN 

А А Е(2) = А.Р, (42) + В.Р, (142) peN 
rede 4H £e =0> ou F(z) A (p,qz)* B.W,(p.qz) 


ou F(z)= AU (а,2)+ B. (a,z) avec a= 1» t Э 
Si l'on substitue q F (z) — F (z) et qz >z 
les équations de Weber deviennent 
А F(z)- 4,0, (ёс)+В,р,(-іс) peN 
F"(2)- ( р+ Э + ke =0—=—JF(2=AD,Gz2)+B,D cl peN 
ou F(z) = A (p,iz)+ BW, (p,iz) 
: Е(2)= AjD,(z)* B,D,(-z) рем 
F'(z)4 ( р+ Э = ku =0JF(z)=A,D,(2)+B,D „ (iz) peN 
ou F (z) - AW (p,z)-* BW, (p,2) 


Il existe aussi une équation de Weber modifiée 


" beis 1 E z) = 
F"(2) (+) Jo 0 


Autres formes de l'équation de Weber 


1 
en posant a = 1» + Э 


2 


F'(z)- [ + ku =0 équation de Weber solutions U (a,z)et V (a, z) 


2 
F"(z)+ Ë _ af (z)=0 équation de Weber modifiée solutions W (a. z) 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboliques cylindriques - p 
Propriétés des fonctions paraboliques cylindriques de Weber W.(p,z), W.(p,z) 


Voici quelques unes des propriétés des fonctions de Weber paires et impaires 
Relation avec les polynómes de Hermite pour les valeurs entiéres du paramétre 


Indices paires 


2 


ОЛО e B E 
e 5 2n E 


—e H „„ polynómes de Hermite 
(2л)! 


Indices impaires 


2 H 


Z 
2" ! ` ZÈ 2n+1 [£] 
W.(2n+1,z) = (—1)” (2n Í e 4 Ma H... polynómes de Hermite 


Développement en série polynomiale autour de l'origine (série convergente partout) 


Lazy _ _ А : 
W,(p.qz)=e * Biet Bé Met e c p(p-2)..(p-2(n et +) 


2! 4! 2n! 


е) zs B _ _ _ Kei 
W,(p.qz) = (az)e < (1- P D (gef 700-3 yu. cay (p- Xp JAP. Qn Mer 


(2)? 
W.(p.qz) - e * | PH qa) + PNP I (a ү... + (D Со РЗ) (р D E 


(az) 
_ 4 la _ p+2 y (р+2)(р+4), м, „(р+2)(р+4)..(р+2п)), yn, 
W,(p.qz) = (az)e [ y а 22 +0) Os (az) + J 


1 
Posons р=-а—— 


2 
1 5 1 5 An —3 
af Eu 33. Eee 
W.(a,qz) =e * |1+ 7 (qz) + Íj (qz )' + + 25 (q ) 
3 7 3 7 4n-1 
"m DR | CHEN f (ar2]a+Z)(a+ ; J | 
W,(a,qz) = (д2 )е 1+ 3 (qz) + Ei (qz) Te (Qn +D! (qz) + 


3 
( (az) 775 
W. ; = 4 1+ GE q dE 
„(a,qz) =(az)e 3! 5 (Ол + D! 
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Développement en série polynomiale autour de l'origine les fonctions modifiées (série convergente partout) 


(az 
W(p.iqz)- AU Ci) UPS Y INS pip -2)..(p - 2n -V) (gz) e 
2! 4! 2n! 


3! 5! (2n +1)! 


PAT xis (14 (=D 09; DES) ү... (22000 3). - Qn -1) (qz f" +J 


(az) 
Pe Ale р+1 2 (р+1)(р+3) à,  , (р+1)(р+3)..(р+2п—1)) эл, 
W (p,iqz)=e (2n (qz) Te =: (qz) Tec m (qz) + J 


_ (az) 
oss УЫ. иу, PERUA uy 


pu (р+2(р+4Ф..(р+2л))( yn |. 
3! 5! (2n +D! 
1 


Posons =_—q—— 
R 2 


2n! 


eb ee) 


3 4 | 


CD” L li Jt S DRE e Säi | 


(2л +D! 


(а) die + =D (az) +. 


qz 
Em 2! 


+ 


еи 
[3 


(az 


W.(a,iqz)-(iqz)e ^ 


qz)" Te 


T + 
W.(a,iqz)= e 


(az) Ter 


W.(a,iqz)-(iqz)e * 


3 7 
-— (2 eh 


at Jt DRE el 


(2n+D! 
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De ces divers développements il vient deux propriétés remarquables : 


(pale *(1 2 22 RN pL SE p(p-2).(p-2n-1) D e] 


\ p+ „а  (PAD(P+3) a LL y (G3) (2-1) +.) 
2! 4! 2n! 


ví necs (P-D) „2 (P7 DG 73) 4 LC (Р—(р—3)..(р-(л-1) s | 

POPE 3! 5 (2n DI 

у. (р) ze * (i 2322 0209 „а LC (Р+2(р+4)..(р+2л)) „22 
„ә 3! 5! (2п+1)! 


pile. rrt, 1)" EE 


W,(-p-l,iz)=e il ECH 1)" STE 


о 


_ 2 2 
за l-5 = É Jr 5 (Ол +D! 


EE ee Lis 


W,(- p-Liz)-(iz)e ^ Jl E qu UIDES AS LU Us -3)-(»- (2n IL 


5! (2п+1)! 
= W.( ,z)= W,(-p-1,+iz) H (p,z)= HW, (=p-1,ti z) 
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Développement en série polynomiale autour de l'origine (série convergente partout) 


1 Ж 

Posons pee (série convergente partout) 

| ( y un ten (atria + шу : ( y 
z 

W. —a—-—,qz |= {+ E ү + + preg усы M 
2 2! 4! 6! 8! 2n! 
1 

W|-a-——,gz |= 

EEN 


1 
W. —a——,.iqz |= 
Ia Auel 


Sg Са СЕО] (at me «P шу 


: „ a 
т а ш: 7 R 9! RR 


ge а апи) i 
écurrence sur a, > a, = aa, + Я а„„ ауес a =q =1,а, =а, =а 


21+1 (Эй + 
(2n+1) 
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Développement en série polynomiale autour de l'origine (série convergente partout) 


1 D 
Posons p=-a- 5 (série convergente partout) 


W.(p.qz)= 


2n 
Mee (-1) px. (az) 
8! 2n! 


Tee 


ER ER NEIN STRE КЧ NEN 
dene L ++) IÉ # DAE m 7 fe) . 
3! 5! 7! 


(qz 
| apta ра pa ` Ve) 2, 
ЛЕЛИ ГААТ слу Pelaz) 
9! (2n+1) 


Tee 


W,(p.iqz)= 


1 2 2 7 A 3 3 2 29 27 6 
o fes |» zu E pi рж Je) 
1+ + + 

3! 5! H 


б: aT a 135. 851 
(reap p* Je) 


+ 


2 16 
9! (2n+1) 
п(п—1) 

4 Py-2 


; 1 
Récurrence sur p, > p,,,- (p+ 5! p, + 


1 
avec po=Pp,=l,p,= р; DÉI 
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Les formules de récurrence construites à partir du lien avec les fonctions paraboliques cylindriques 
D de Whittaker-Watson sont les suivantes : 


: г =” fo, 9 2,(-2) 


W.(p,z W,(p,z | zü 
247 2? 2422? 
xx Z Z Isp Z. L 
— Р (р, o ) ER 22 E | D, Cz) 
2422? 2x2? 
Г SC (D, (z) D, z)) Г . (D. (z)-D„l(-z)) 
W.(p*z)- | ) P W(p*Lz)-- | : - = 
2x2 ? 272 ? 


D 
D 


zl zD,(z)- p D, .(z) | 


„a (=z)= -zD (- z)- p D„ (=z) 


Mart = ATTE 
I r(- 7 o, 9-», C3) , г|1-2 о, (+, Co) 
І 022. (- z) M23 


SECH 
= DS 
2/22 2 m 
(рз) 20Р) PR (p - D) 
[2] H p+l 
W.(p,z)= (p+1W,(p+1,z)-pW,(p-12) W (р,2)= W.(p-1,z)-W.(p+1,z) 


Z Z 
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Les formules de dérivées premières construites à partir du lien avec les fonctions paraboliques 
cylindriques D de Whittaker-Watson sont les suivantes : 


r^ 0120) 
2/7 2° 2172? 


WAp,z)- 


mn CEEE) mo GE 
S Mar E Mal 
"EN dÉ In. Aen. 2) — d | p \һ,.©- D, (C2) 
dei" 2/72? 
EE d. Р (р, к z)) TE d. el 7 D, l-z)) 
2422? N= 


D, (z)=zD„(z)- p D„ (z) | 


D, (-z)=-zD„(-z)- рр, (2) 


W.(p+12)=-zW.(p.2)+W(p-1,2) W pet c) 2Р2) pp) 


p+l 
W.(p,z)- HP 2 PR Le) nts е ыш 
z Z 
dD (z) z dD (=z) z 
ZER Zf =Â5D,(-2)-D,-2) 
dD (z) A dD (=z) 2 
ES = pD,.()-52,() p = p D, (cz)+> D, z) 
dW p, dW. p, 
LAA a) -Ew (p. z)- (v ру (рчл) WAP) pi (p-1,2)-ŽW,(p,2) 
=> => 
MAPS) зург) (pet) MAP) Ww (p-1,3)-2W,(p.2) 


dz 2 dz du 
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Quelques valeurs particulières et la propriété d'orthogonalité : 
Valeurs particulières 


W.(p.0)=1 W,'(p,0)=0 
W, (p,0) =0 W,'(p,0) =1 
Orthogonalité sur |а,Ь] = C.L. aW, '(p.a)+ BW. (p,a)=0 a,W,,'(p,b)+ В.У, (p,b)=0 


Ја, A W. (p'.z)=0 si p # p' 


Liens des fonctions paraboliques cylindriques de Weber paires et impaires avec les fonctions 
hypergéométriques : 


1 1 1 1 2 1 1— 
p=-a- be SE SE Еа EE 
2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 
z 2 F 2 
W.(a,z) - e^,F, s : Дын =e tan lm le 
22 та 2% 2 2:42 


2742 


pd d. A Le р 1 22 
= W.(p,z)= e Lb 2 ia 72 =е uro 2 22 


2 
È p 3 z I: 1-р 3 z? 
= W.(p.z)= ze * F. E s Zar s 
„(Р,2) H 2 73 | H EENG 


2 E 2 
W (a, ER ES 206 2 [OR dd = ze taki Eon 27 
2 Д d. 


2 
= (a). z" s Ma tnet) z" 
F D = n — 
avec (асул) 2.0), п! {д} n) n! 
W.0,z)=e* [ае * = 2n 
| 1 =. | 3 a KD: 
j£; O; — Euh 0;—; Sie а ` 
273 27 Z Ee 


Le Wronskien des solutions paires et impaires est le suivant : 
P4 
W(W(p.z).W,(p.z))- 
Les relations avec les polynómes de Hermite : 
Relations avec les polynómes de Hermite , paramétre de degré entier 


W.(2n, z) = (- 1)" (n) е GEZ H,, polynômes de Hermite 


n! S 2 А : 

— e Hal | H,,a polynómes de Hermite 

Qna) `? (5) и 

Orthogonalité sur [a,b] C.L. aW, , (p.a) BW. „(р,а) = 0 о, ,'(p.b)+ BW, ,(p,b) = 0 


W,(2n+1,z)=(-1) 


b 
[dzW, (p,2.,(p',2)=0 si p # р! 
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Annulation de la dérivée pour les fonctions de Weber paires et impaires dans le cas d'ordres entiers 


Les dérivées des deux fonctions s'écrivent : 


ama) - Ew (p.z)- (Le p)W,(p+1,z) 
z 2 
атр.) _ Z p (p z) W. (plz) 

dz 2 


Pour des valeurs d'ordre entier correspondant à des polynómes d'Hermite, il vient : 


2 


| E , ! Es 
Kuckt озен) Wenera IRE LUE 
W,(2n + 2, z) = -- 1)" x Han E) 


2(2n+1) 2 
атъ) zs Ж (2n,z)-(1+2n)W,(2n +1, 2) - (C1)' a = len - PNE 
aW, (2n + 1,z) _Z E no n E 2 2 
=K. (2n+1,2)+W,(2n+2,z)=(-1) ECCE EN EA - 2н, 12) 


Annulation possible lorsque 


DEER 


S xH,(x)-H,,(x)=0 En général dW, (2n.0) =0 
зе ш рш d 
J2 
Récurrence sur les polynómes d'Hermitte 
H,(x)= 1 H (x) = 2xH,(x) = 2x D cl 2хН ,(x)- 2nH, (x) 
—n-0 хН(х)— Н|(х)=х-2х=0=—х=0=—х=0 et 2.04) =0 


>п =1 xH (х)- H,(x)- 2(1=x?)=> х=+1—>2=+\/2 еї LA 
2 


=0 


z=0 z=+V5 


5 
=s=2 smü)-n/)=206-26)= нео еа => иб], 


dz 


—n-23 xH,(x)- H,(x)- A - 9x? +2x*) 
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Formules de quelques intégrales définies des fonctions de Weber W.(p,z), W.(p,2) : 


aW Ap, аж. (р, 
dëlezl _ Z p (p zt pW.(p+1,2) dWÁp.z) _ -pW.(p- ,2)- 20. (р,= ) 
dz 2 dz 2 
ай„(р,2) 2 y (p z)+W.(p+1,2) 4W,(p.z) y (51,2) 39. (p,z) 
dz 2 dz 2 
së mp Lo = Joe sie y (oi p OL) 
=> ^ dz 2 dz 
Mop m W (p. z) e Ew, (p+1,2}+ (+ Le) 
2 dz 2 dz 
b 
(р+1)] 4:( P = Jeu p,z 2E W.(p+1,z)+ arie). 
a dz 


sey eje fa pe Р) урл) 


= Jm (p, z)W, У. (р +1, z)] BU „(р+1,2)) 


а 


=> Јао)? = гот а Wa Урем 


ае Гаетано) eta) 


dz 
b 
=|[W.(p,z)W,(p +1,z)[ ge i (pet En. 002) 
Z 


=[W.(p.z)W,(p+1,z)Ï, +(p+1 jew „(р+1,2)) 
= faz (W.(p,z)Y = [W.(p,zYW,.(p+1,z) + +(p+1 jeo „(р+1, г)) Vpe% 


Ce qui conduit aux deux formules des intégrales indéfinies : 


[az (W. (p- 1,z)) y = p| dz (W, (p,z)) +W.(p-1,zW,(p,z) Vp ER 
р| dz (W. (p- 1,z)) y = | 4: ( W.(p,z)) -W,(p-1,zW.(p,2) Vp e 9 
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Exprimons à partir de ces deux |o les intégrales définies suivantes : 
si а= —oo,b = +oo n e N = |у W, Lo, z )W, (n+1,z)Ï* =0 


e,0 


[а (W.(n+1,z)) = (п+1) IER (n, z)Y 


[а (W. (n +1,2)) ST dz (W. (n, z)) 
_ fa ne = 22 ја (v Qni) =)? = n 282... [de (r 
[ac nes = 27 faz (оет ons I: = 2.2 > [dz (w W. (1, z) 
Et [а (0.0,2) =V a fewa =v 
f Z Haz = "ny Í 2 2 FÉ Goal T 
_ [4 (W.(2n,z) = (n) Ја (w.(0,z)) = (an) V27 
Ja (W,(2n+1,z)) = Es L| je (W,(1,z)) = El л 


Les fonctions de Weber cylindriques présentent les valeurs limites suivantes en valeurs réelles et 
dans le plan complexe : 

W.(p.0)=1 VpeR 

MW (p.0)=0 VpeR 

Im. W.(2n,z)=0 VneN 

lim, ,„ЙЙ(2п+1,2)=0 VneN 

lim, , ,JW,(2n,z) 0 VneN valeurs de D. (+œ) =0 et D (=œ) =0 p = 1,2,3,::: 

lim, , ,W,(2n*1l,z)20 VneN valeurs de D, (+œ) = 0 et D, (=œ) = 0р = 1,2,3,::: 


І 2 - œ pe 3L p e k.,6[, p e big Р 
lim... W(p:2)= +o pe DAL. pe 6.8, pe |10,12[,--- EE 
lim, , W.(p,z)= - œ p e 02, p e edl, e 18.10[,-- sip>0 

á € +o pe ]2,4[, pe ]6,8[, p € |10,12[,--- 

| -œ pel p e 5,7l p € bi ` 
1 = 

Im, us Wo (p. ) +œ рє lol р E В,5[,р e bal, Mo 4 
lim. W (p,z) +0 рє [L3[, p € 5,7l, p e 11... к 

7 Е 
9 ОРЕ оре pe Bal pe дү” 


Remarque importante 


lim „(Ол + 1,2) = +00 lim Qn, 2) =+0 VneN 
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Donnons encore quelques intégrales que l'on peut déduire du lien de ces fonctions avec les 
fonctions paraboliques cylindriques D : 


VpeR jar. р,2)= 0 Liss 2| az. p.) 
0 


4 =” Jp», (z) d. = dE (2) 
W.(2n,z)= ES W (2n+1,z)=- EIS 
ub -Ż Z n! P 2 
W (2 =(-1) e +H № (2п+1,2)=(—1) ————e +H i 
< il n,z) ( ) ол)“ 2n а Ai n+ iz) ( ) (2n 2 ° BE 
Na 2nd z^ 
Comme D, (z)=27e "H. £] Daea F6 GE 
1-2n „ 22" p! 3-2n па 27"? (n - 1) 
T =(-1 T =(-1) — 
(= +С эн ы 
2п+1\_./л(2я) (2143 In (2n 4-1) 
r 2 = 92". Ç 
п. 


= W.(an,2)=(V' GA Dale) W,(2n+1,2)=(-1)' pog» 


d те 
œ п-1 œ 241] s H H 
Jeep Zen (1,3,327; ale (20, 0) 2 2 
o dx 2 2 2/ 5 (2n-1) 

2 


к 11 SCH 
n Ke Ee ~ 
2" 4m 1 1-2n J> len) CES 2:027 70 


len 1-2n (= ; 
(deg 


[az D, = zz 2) => je W (2n, z)- (-1)' 7 
d n! 


0 


f dz z Daya 27 fr + = јез, (n+1,z)=(-1) 2x 
0 


faz” D, (2) = 2" Jr Qn) P, (2) | dz z°"W.(on,z)=(-1)"22"ntVr P, (V2) 


+1 


aD, (22 2 dr (2n + DP. LI 2) | dz z”" W (2n +1,z)=(- 1"2 2 n P, Hl 
0 


2n +3 


© 2n? d 2 J 2 4 n 5 ) Am 5 À x 
[ае D, (cz) = ; Ë - d = | dz ze ^ (оп «1, ez)- C < É - d 
0 


c+4p} с?+4р A (с? +4p} Cc +4p 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboliques cylindriques - p 


Donnons quelques formules portant sur les fonctions D,(z) et transposées sur les fonctions de 
Weber paires et impaires, tirées de l'ouvrage A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.l.Marichev-Integrals 
and Series - Volume 2 - Special Function : 


KZ E 


W.(2n,z)=(-1) On) (2n +1) 


[а W.(2m,zW.(2n, z) -0 


> Íd D, (z)D,(z)- 0 Vm,neN => [dzW,(2m+1,z)W,(2n+1,z)=0 Vm,neN 


[dzW,(2m,z)W, (2n+1,z)=0 


° E жа Sarla) {2 аи ёс) 
) 1 


d 4 er( 6 IK $m тра 
œ 2n 2 

> (dz zte" W,(2n,cz)=(-1)" 2 n! zl (a) ‚Е guru ы аш; A 
d (2n) 3: (Een) 2 2 2 2c 

© 2п+1-а 2 

[azze D, (cz)=2 = Vz (a) | k = 

A ez 27 9 2 26 
co l-a 2n =? 2: - 

> [ze W (2n+1,cz)=2 ч (=1)" — а Jolie „ F| sers m р 
A AES 27:977 à 2c 

2 


— je ze” W, (2n+1,cz)=(=1)" i 
0 (c? + 4р) 


© p) n co 2 n 
eene T =) > ает nez)- Z [E J 
d 2'nfe+4p\c+4p) 3 dei +ар\с +4p 


f dz ze” Dya (cz) = 
d 3 


Vn (2n l)e = 


ile. +4p 


2Vxc É e) 


2" n(c? +4p} ils 
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également : 
[асет p, (cz) - 2 2n - "ES - Je? SE «ae te Al 
` | (c? +4p}" 
> f dzz e (on, 2)=(-1)"22"(n-1) (2e sde? тарї" «Кре + еар" 
0 е Ca 
Ke "Deck? 2 (ол) ре -ye -ap]^ RES + ep)" 
gi с 244p” 


= јет -pz 'W.(2n+1,z)=(-1)" 22" nl е = -ap]^ «ae + ap] 


(2n+1)V2 (c? +4p) 
—— ZE 
[dez nii GE ES NE | аа) 
al à H A ) es 20 (2п+1,2)= (-1)' (2n +1) Ja) 
2 4 


co 1 
|z z ?W (Al t 2,cz) -0 
0 


25 (21) ndn 


"st 
2 E) ndn 


(41+1) Jl cH H E | 


ge „1 
(dz z ?W,(41+3,cz)=0 
0 


œ 1 
[а z ?W. (Al, cz) = 
0 


œ 1 
[а z iW, (4! + l,cz) = 
0 
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Toujours dans le méme ouvrage < A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.l.Marichev-Integrals and Series - 
Volume 2 - Special Functions », la formule suivante est correcte en partant de la formule 2.11.3.2, 
comme suit : 


Кул 2n-a 8 Ея 2n 
4 D, (cz)=2 ° SE re) > [dz z“ 'e ^ W.(2n,cz) =(=-1)" к VE Па) 
с Б o (2n) 22ç4 (e 
2 2 


99 cz 2п+1-а ë _ 22 Е 
Ee E EE CN 4 W (2n+1,cz)=(-1) улл Г(@) 
0 с 22") d (2n +1) „2 orl? zt 
2 


[а z?" D, (сг) = a + |)” + (2 = if") 
> [а г?" (2n, ez) - (-1)' ааа (и н) ANS ap) 


Е 


|tz” Dnle) ZB Ка ае 


оо 

-1 
[& 2° e 
0 


= je z”W, (2n+1,cz)=(=1)" < > болу > Z E A" +62 * f) 


œ 2n+1 = cz? 
=> [а — „e * W(2n+l,cez)=(- yam eene 4 р (cz) 


^ ZX 
co zm ez es 
[а ONES, e 4 D, (cz)= (2n- ES е 4 D. (cz) 
0 
œ 2n-1 ee cz? 
= [а 4 W.(2n,cz)=(-1) 2" (n - 1) "e 4 р, (cz) 
` Z +x 
90 т?" ss D 
fée * Duae) = Qne * D, (сә) 
0 
co т?" e 2" n! D 


e * W,(2n*Lcz)- (-1) 


2n 4 
x”e * Dapa (cz) 
Z qu 2n+1 " 
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Et finalement, les intégrales suivantes : 
15) i) 

Comme W,„(v,z)= (D, (z)+ D,(=z)) = W,(v.z)=--575 (D, (z)- D,(= z) 
2? de 2? ds 

fée + let D, Cez)- У?лг(у+ Din Z Je * D. (cz) 


z? + x? 2 


` Z FX jo. 5 
Comme ТЕ |: e = [а = -e W,(v,cz)= xT(L+v) 4 D (cz) 
(xe je SE ch ei 
v+2 v+2 v+2 
f 2 2 == T3 2 РЕР 2 2 
Í dee" (D,(c2)+D,(-=ca))=_Â P É <| NITE SE a 
| (esM) i Jap+e Mare 
ас v+2 
T 2 2 v 
Језера) E 
0 NE 4р+с 


= [а ze” W (v, z)= 
0 


2c V7 63] 
(Apc?) /Ap-c? 


р? 
00 dup EE у 2e? 2 © DE ud v 202 2 
fée" * (D, (cz)- D, (=c2)) = 27727 (4 Jefe Wv. z)= 52 (EE 
0 € 0 EX 


сг Ga v 
2 
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Propriétés des fonctions de Weber paires et impaires d'ordre -1/2+it 


Ces fonctions se rencontrent dans les problème aux limites homogènes sur les surfaces latérales du 
cylindre parabolique et inhomogène en hauteur z. 


EE т) т-м) ДЕ) 


Sur la réalité de certaines fonction, il vient : 


Comme W(p,z)=W,(-p-1,+#iz) W,(p,z)= WW,(- p-L*iz) et p= Ph 1=p= : 


т-а) en [oe ijr l iT, viel че) 
2 2 2, 2 
и г ЮС = Les : EE 
r[- emis) em mm а) n it, AI tira z) 
2 2 2 H 
А-3 inem elim бо) | І it, E ( iMi Zebra 
Vi [- eii) em | ein Vis) Dä : іт, в) : 8 


N 


Un lien peut être établi avec les fonctions paraboliques cylindriques D : 


bobus pi na nde, Aal D. Ep, (Лх) 


2 E Љ(х,хо)= D Dän = »Mix))- D. ied ix», (Aix o) 
D, | RR и). T)" mov) o, (Vi) я) л | vL pis) 
22 Jz E SE SE | 
nb: m. W.\p,idix)- (2) Sg p-Lidix) dl ix) Q^ v p 1, Vix) qe А р 1, Vix) 
EE bebe) O SUQ Bü, 


` е 
" 2-2}! ze). (ал) Ло) midi ifi) 
eer CDU 


falx.xg) = 
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| 
GS) 
are s 
telen ° epic fis) oficio) 
plero) * paises midi loisir] 


" Xn m BZES п) [ed niei m -Eriein a (- ie iJ 
2 fox)» ЛЕ. т) (неньне) чена) 


II vient Іа constatation de réalité suivante : 
Аб)=р i Í кр, (а)-ро, (Wix)o à, U) 
2 2 2 2 
fh (x) = Ee bh, Val e Мр, (dixo) 
2 2 2 2 
do xo)- idie 2 К? [уй] E неба )- т-а) iei) 


Gg 

H 
folx, xg) = -Jie 2 Е -4+ iix pr- P а) E isa D ET) 
Alx;xo)eR ` /(x,xo)< R 
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On peut démontrer également la réalité des fonctions f1 et f2 à l'aide des formules de connexion 
des fonctions Paraboliques Cylindriques, à savoir : 


| | рл 
ipa E | 
Dt zech: Dodd ure Data) bes) eb, e) EZE D, i 
_i(p+1)z SE 
fe ie 2 2л | 
D ,4(-z)- e ep (c)+ SC D„ (iz) 


Partons de la définition des fonctions f1 et f2 et de la propriété miroir des fonctions paraboliques 
cylindriques : 


Roe B i). (x): Fish, Mix) 
f(za)= Dr ks, Haan, | rb, (ixo) 
AGx)-D, Cui), Í Do Bas A dal, (iix) 


D,G)= p,(z) Ji=- ii et 


| im D, Lack ce" у (dix) es, À ix) 
D,(-z)- e" p, (z)+ ° ' D_,-A (iz) 2 Ç dal | 
EE n Idi 
ee D, Lal FD Se Se | ix) 
2 2 dl 2 


= i (x, xg )= Br LG, ` Do D, | dch, ` (а, )= 
Ae D Lëck, Mala, (р, (vin ) 
еер. b. (ans (р, (vs) 


+i 


= fi(x.xo)=> Ло) Е — Comme /f,(x,x,)= (хот) = fio xot) f(x xo)E R 


Lorsque x0=0, il vient : 


A (x,0) = e + ira 


ED E Zi Lil 


Les fonctions f1 et f2 sont donc impaires, pour trouver des fonctions paires construites selon les 
mêmes paramètres, il suffit de s'en remettre à la réalité, établie plus haut, des fonctions 


suivantes : v[- eei GEET 


dioc "el in x) 
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Propriétés des fonctions paraboliques cylindriques U(a,z) et V(a,z 


Les fonctions paires et impaires de Weber sont moins utilisées de nos jours, on préfère leur 
substituer les fonctions U(p,z) et V(p,z) définies ainsi : 
Rélation avec les fonctions deWeber cylindriques 


p/2 
ел ou Y => Le W.(p.z) 
T 42 4 4 4 4 43 d a e 
si pe-2n-l пе 1444442444444 
si р#2п+1 neN* et pe-2n-l neN* 
(р+1)/2 
La fe pe. CORR ee W,(p,2) 
1444 4422444448 re (or) 
si pé-2n-2 пе 14 442442444 443 
si pain neN* et pz-2n-2. neN* 
2841 
а=-(р+1/2у‹Ф p--(a«12) 52-0410 
1 a 
i 
к= ыру E nn m K= НЕ — 861 
142 44 2V4 4 4 43 Séi ER Cox J 
si pé-2n-1 neN' 14444 4M 442 AV 4 À 4/4 4 43 
si р+2п+1 neN*et pe-2n-l neN* 
3 a 
e 
Y, = ЫЕ W (р,>2) ои Ү, F 1 E 2a+1 W (p,z) 
144424 4 43 URL | 
si p#-2n-2 пем" 144444444 4 À 4/4 4 43 


sip#2n neN‘'etp#-2n-2 neN* 


ad Z Dh- U(a,z)+U(a,-z) © Doi, = k- U(a,z)+U(a,-2) 


od * т 2 r. = U(a,z)-U(a, EE ZE), = U(a,z)+U(a,-z) 


2sin (2 + d =U(a,z)+ U(a,—z) 2cos d? + d = U(a,z)— U(a,—z) 


U(a,z)= Cos PE у ad ZZ x U(a,z) = Cor DCH _ SE 2а), 
2 2 4 4 


V(a,z)= SEH ZÉ у + Ska = | ad: E D + Cor Cell) у 
Г(1+ p) 2 2 (29 4 À 


2 


(ei) 
V(a,z) = — ”(U(a,=z) + Sin(ax )U (a, z)) 
1444444442444444443 


1 1 
définie uniquement si асир neN* xU(a,z) si ant Vue? 
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Relation avec les fonctions de Weber cylindriques paires et impaires (suite) 


A ~ Ул 


U(a,z)= 
a a 


erfa + а 
4 


4.2 


1 
№ (p.z) p--a-- 
2 

d 


Comme 
W.(p.0)=1 W,'(p,0)=0 
W.(p.0)=0 W,'(p,0)=1 
Ул Ул 


SC et U'(a,0)=— RES: 
aen) 2,4 оба) =, 4 
4 2 4 2 


=> U (a, z) =U (a,0)W,(p,z)+ U'(a,0)W,(p,z) 


(4-2) 


2 (24+1)/4 p 


= U(a,0) = 


V(a, z) = 


(3 
» DCH 4 2 


(2a +1) 
4 EECHER 


=> x St 4 
' 


2 


SEH 


sin( z E 2) L л Conf x (2a + d 2 ss (2a + d _ л 


1 4 | 
r 1-2a T 2a +1 T 3-2a 2 (2a+1)/4 
2 4 4 
Comme r= + Э =2 Var (22) = T(2z) = 
_ r (1-24 LP 1-2a |-(3-2a 
2 Ул 4 4 
Ра 2@а+!)/4 Fr 2 2443)/4 
EE ES 1-24\V (345. 
Г = ZA r a+ r — ZA r + Za 
4 4 4 4 
Comme 


W.(p.0)=1 W.'(p.0)=0 
W,(p.0)-0 W,(p0)-l 


л 2021/4 T 20а+3)/4 


ст 


= V(a,z)=V(a,0)W.(p,z)+V'(a,0)W,(p,z) 


V(a,z)= W.(p,z)+ 


W, (р,2) 
DÉ +2a H 1- 2e) Aren: 
A 


re z + ipe 
de 


V(a,z)= 


W,(p,2) 


= V(a,0) = 
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Ул U'(a,0) = -—— Ул 


2а+1 1 
q + ц 3+24 Í a [[|1*24 
4 4 


2а+1 
А 3-– 2а 
2 4 sinz 4 ) 7 20094 


а ЕЗ ELTE EZ 
r r r 
ы 4 ) | 4 J 
2a+3 
| 1—2a 
2 4 sid 4 ) 7 2020504 


V'(a,0) = = 5 Wronskien WU (a, z),V (a, z)} = (2 
ЕЗ (( | л 
4 4 


4 
Rélation avec les fonctions cylindriques D, de Whittaker — Watson 


Valeurs spéciales en 0 U(a,0)= 


(a + | 
U(a,2)=D ei V@a,)= "lan л)р (24D , x 


14444 4445442 4444444443 


1 1 
définie uniquement si SE neN* xU(a,z) si ж. VneZ 


Formules de réflexion 

U Sic nr -(-1)U — VneN 
2 2 
1 E 1 

H 35 -(-D'V де VneN 


Inversion des formules de passage entre les fonctions U(a,z) et V(a,z) et W.(p,z) et W,(p,z) 


U(a,2)=U(a,0W.(-a-Z,2]+U"(a.0W,-a-2,2) v[-a- а ea 


l ) 
2 U'(a,0W(a,0)-U(a,0W'(a,0) 
Е l | l 1 Y V(aj0)U(a,z)-U(a.0)V (a, z) 
EE ДЕ SE p^ ШЕ E kk 2 =) ` U' (2.0) (4,0) 0 (а,0)7 (.0) 


Or U(a.0 (a.0)- U (a0 (a.0) = W {U (a.0). (a.0)] = B 
Л 


i (-a-3.s Jo [Erro 2) 
1 
2 
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Développement asymptotique des fonctions U(a,z) et V(a,z 
Lorsque x >> |а| 


1 k=+oo x 2 k=+00 
Vans Y 2 Va x)axte + LYS 
| Zi x met 2k 
x“e xx 
k=+00 x k=+00 
U'(a,x)= — ve P V'(a,x) =x e" |> A 
TOT k-0 Л 1-0 
up: о nl. dE п, T 
2 2 
ay =1 G, = 2k dy Co =l CE = 2k Cr 
b =l b,=a,+(2a+4k-3)a,, d,=1 d,=c,+(2a-4k+3k,., 


Limite à l'infini des fonctions U(a,z) et V(a,z 


Pour la fonction U(a,z), il vient : 
p<0 , рє l.2L p € Bal, р € ]5,6[,--- 
0 p20,2,,- 
-œ рє p e 12.31, p e 14,51, >> 


+ œ 


Comme Vp D,(+œ)=0 D,(-e)- 


5 3 9 7 
+o a>- , ae|-—,—|,ae|-—,-—,vy- 
24 «12 p 2 
1 3 5 7 9 Il 
U(a,z)= D z)= Va О(а,+о)= 0 (а,—=)= 0 а=——,——,——,——,‚——,‚——. 
(az)=D ,()=va U(asre)=0 Ula) Le ren 
3 | 7 5 11 9 
-оає |-—,--|,ає |==,-=| E EE EE 
2 2 2 2 27.2 
Pour la fonction V(a,z), il vient : 
V(a, z) =—— (U(a,—z)+ Sin(az U (a, z)) 
1444444442444444443 
définie uniquement si EE neN <U (a,z) si vu VneZ 
r l + 00 дЕ ає Q5 à ae E 
as 2 Й 2" , 2? 2 H 
уба) = 22 Dach 
л 3 1 5 11 9 
—ogqei'-—,-—,ae|-—,-—2|,ae|-—,-—,- 
2 2 2 2 2: 2 
0 ae 7, 
rat} І 5 3 9 7 
V(a,—)- Sin(an )_*2 U (a,=0œ) = +o agZ et 4a>— , ae |->, „ae |——,——|, 
л 2 2 2^ 2 
1 7 5 11 9 
—o agZ et iae |-—-,-—2|,ae |——,——|,ае |-—,-— 
Fre hidep a-s 
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Dans ces conditions les comportements asymptotiques des fonctions W.(p,z) et W(p,z) se 
déduisent : 


k=+00 k=+0 
Lorsquex>0 et х>> \ај U(a,x)= | > Z V : =y 2k 
РАР Еи c 
na) JEU g- tns) 


т-а) 7 (ys y (a, x)-U(a,0W (ax) 


a+ TS: p p -а – 
2 + (252) de 2 
4 
АР 
2 Xx k=+00 
me Evene res ESS 
r(-2) X k= 
2 
=> 
2 х? k=+co 
i (px) Ua (a x) a= Z res ES S, 
2 (2) X %—0 
2 
pesi ‚ Up 2kXp2k-1), 


2k VW 
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Propriétés des fonctions paraboliques cylindriques D,(z) de Whittaker-Watson, 


Voici maintenant quelques unes des propriétés des fonctions paraboliques cylindriques D,(z) de 
Whittaker-Watson : 


Relation avecles polynômes de Hermite , Maris de degré entier 


_ z > > 
D (2)=(2)"?e 4 H.S) 2 „@2)=(2)"?е* ал. E H, polynômes de Hermite 
02 ег е 
Par extension reliées aux fonctions de Hermite pour les degrés p quelconques 


12 


Str m Z) р 221012) = (2) Ge TH, ЕЗ H, fonctions de Hermite 


2 2 2 2 2 
z z z z z 


D, (2) = e4 D (z)= z e À D, (2) = e (2 -1) D,(z)= ze ^ (z? -3) D, (z) = e^ А — 67° -3) 
Formules de symétrie et argument négatif 

D,(-2)=(-1)'D,(2)/neN D,(z)=D,(2) /neN ‘= conjugé complexe 

Formule de récurrence et dérivée première 


ZD,,,()-D,,:(2) D,4G)* pD, (2) 


D,4G) = zD,G)-pD,,G) = D, (z) = < D, (z) = 


p+1 
dD, (z) dD, (z) 2 
i 2D „(2)- D, (z) =p D, ,(z)- 5р (2) €  —=(p+DD,(z)- D, (2) 
2 dz 2 
кн 


Expansion en série 


2? 


EE EE 


Propriétés aux paramètres entiers 


D,(@=(-D'e* 4 п u 


dz 
Orthogonalité sur [a,b] < C.L. aD, (a) - BD, (a) =0 a,D,'(b) BD, (b) =0 


b 
[&D,G)D,G)-0 sip+q 
Orthogonalité sur [+ оо, о] 


[dz D, (2)D, (2) =0 sin ém n,me N 


—00 
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Indépendance des solutions 


VneN  D,(z)et D , ,(i z) solutions indépendantes de l'équation différentielle 


d^w(z) 1 z? 
dz DA us 

Уу#М№ D,(z)et D (=z) solutions indépendantes de l'équation différentielle 
2 2 

d и) + gelu w(z) 
dz 2 4 


Wronskiens 


im v NP 


RM, Gn)-4e WD G.D.C3)- O 


ілу Lin (v +1) ілу 
W(D,(2),D,.(iz))=ie? =W(D,(),D,.(Hiz))=e ? = не 2 
Le choix comme deuxième solution d'un paramètre négatif еї de l'argument imaginaire, permet de 
construire une solution entière indépendante quelque soit la valeur du paramètre p. Lorsque ce 
paramètre n'est pas entier alors la solution D,(-z) est également indépendante de D,(z), ce qui n'est 
pas le cas lorsque p est entier en raison de la parité des fonctions D,(z). Dans le cas v réel, nous 
avons également les relations suivantes : 


D,z)- 2 CLE (2)+D., (=z))- GEAR (2)- D. C2) 


= D (i z) = < Dusta е 


W(D... (iz), D, GH = ra ES v) 


D... zi 


„лу 


= DCH Gz)+e 2р, eal 


—D(-z)- r4 


+v) LN (iz) + Ge cal 
2л 
=D. (iz)= СҮ, en ca) 


27 
‚лу 27 


— D (=z) = ер (z piez NEE iz 
„( ) Si ) r(-v) ost ) 
А G DS M) 
De même D,(-z) -e "D (z)—ie ? Ae D. (=i z) 
r(-v) 
B ZU (2 
D(-2)=e*"D (a) Fie 2 — V D (F2) 
r(-v) 

HTV —: Es 2л . 
D,(2)=e""D,(-2) Fie 2 р , (ti z) 


r(-v) 


Soit 
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Liens avec les L hypergéométriques confluentes U et 1F1 


D (z) =2 "e Ty =V 12 Comme U(a,b,z) - I0 —U 2 Sta pulp Set T(1-b) F 
222 I (a) T(a—b+1) 
2 2 2 
CRUS 
I| —— T. 
| 2 J | 3 
x 1 v 1 Z 42 1-и 3 z? 
D =9 e A 
= D, (z) Уле ï | ZL Z) | 3 1 | 2 E 
2 
1 1 
JU зад A) зз 
= D ула = а E А E — m | 
Lir 
2 2 
Quelques valeurs spéciales 
n+l 
п—1 
GE н 
п 2п-1\_(—1)"2”"(я-1)./л 
Comme | —— |= => T| – = 
| db n! | 2 J (2n —1)! 
|22n+1 
„ma (0 = 2—2 -0 
Peck s di È (9) - 277 
HUS = T Ne. cade се 
des _ 1-2n Zu 2" n! Oe 
TE qim 
2 2 


= D,,(0)Z0 et D,,'(0)=0 
= D,,1(0)=0 et D,,,'(0)40 
+o р<0 , pe 12[,р e Bal, p e ]5,6[,--- 
D, (+0) =0 D,(-e)- 0 p20,42,3,.- 
-œo рє p e 2.3], p e 14,5[,--- 
Les valeurs limites suivantes sont valables dans le plan complexe : 


| = D,(0)D,'(0)=0 sin entier 


bm... D,(z)=0 VpeR 
+o Vp<0 ou pe l.2L p € Bal, р e bi. Y 
Im... D MOL 0 p =1,2,3, 
— œ PE Jof, p € IER € 14,50, - x 
bm... D,(z) =%о VpeR 
lim, ,,D,(z)=x VpeR 
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Rélation entre les fonctions cylindriques deWeber et D, de Whittaker - Watson 


1 2”? 

il cy pra ou Y= л Ул Й/„(р,2) 
| 4 Ег 42 444443 r(e hef zE) 

si p#-2n-1 neN* 144\4 2 4 4448 


si p#2n+1 neN* et p#—2n-1 neN* 


(р+1)/2 
EE ЖЕР perma + ei W,(p,2) 
1434422444444 (Cre | 
sip#-2n-2 neN* 14 424142 244443 
si pain neN* et p#-2n-2 neN* 
r| 12 \Cos| PZ 
Ут 2 2 
WAP) Ce ou W.(p,z)=Y, e 
("^ pe 1444442 444448 
144442 424 d 3 si р#2п+1 neN* et p#-2n-1 neN* 
si р#—2п-1 neN* 
Se ec 
W,(p.z) = 5 ou W,(p,2) =Y, > m s 
EE 1444442 4824443 
1444442 44 4 43 si pain neN* et p#-2n-2 neN* 


si p#-2n-2 neN* 


od TP} =U(a,z)+U(a,-z) ad £P y = U(a,z) -U(a,-z) 
U(a,z)= Cos 22 у +s ZZ Jr 
2 2 


Comme U(a,z)= D E (2) = U(a,z) = D,(z) 


D,(z)+D, (=z) Е D,(z) * D,(-z) ye D, (z)- D, (=z) Е D, (z)-D„ (=z) 
asy (P) od TP | aco( SECH 28i (72 | 
2 2 2 2 
1-р 
Ут (р, (2)+ D (-2)) r2 o.c» ра) 
z ou W.(p,z)= T 
2Cos C I pn 14444442 424448 


1444444944 À £4 


si p#2n+1 neN* et pe-2n-1 neN* 


Il vient Y = 


W.(p,z)— 


43 si pz2n«l neN* et pe-2n-l neN* 


=P _ D (_ 
Vr(D,(2)-D,(-2)) Dies d Zeep D 2) 


W. (р,2) = = 
о о (р+1)/2 
2н =? RE 144444 422982144 


1444444 424 A B sip#2n neN* et pe-2n-2 ык 


sip#2n neN* et p#-2n-2 neN* 
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Tout comme : 
Comme W,(p,z)-W,(-p-Ltiz) Ж,(р,2) = HW (-p-1,+iz) 


АР "(252 Jp _-„а@2)+Ю_„\(— 2) 2” re jo -paC i 2) - D. iz) 
= W.(p,z) = et W,(p,z)=i 


14444444442 429 4444443 144444444 42 4 48 4444448 


sip#2n+l neN* et p#-2n-1 neN* si pain neN* et pe-2n-2. neN* 


o Vz | W.(p.2) W,(p,2) 
aC = (б и бету 
2" | p 2+P rit? 
2 2 
Et de même : 
W.(p,0)-1 W'(p,0)=0 
Di AM nn ш E Gë 
W,(p0)-0 W,'(p,0)=1 
= A=D,(0) et B=D,'(0) 


=> D,(2)=D,(OW,(p.2)+ D,'(0W,(p,z) 
Р (р+1) 

Wu (рог) 

= = 


Quelques relations entre les produits de fonctions D, et les polynômes d'Hermite 
Relation avec les polynômes de Hermite , paramètre de degré entier 


Soit D (z) = 


D (z) = aye H, Z) H, polynômes de Hermite => T =(2) ” = Ze "el а je + 


Propriété des Н, 
H,(0) —— T c -0 4,00) 4-10 - ol 22) 28,0) y (у= ТЕЗ 
dz 2 dz 2 
D,(0) = M (0) D,,(0-Qy""*m , ,(0) 
dD,(0) Qy""dH,(0) dD,,(0 GOTT ан, (0) 
d 42 dz dz 42 dz 
Propriétés des D, ( propriétés également valable pour m non entier) 


(n41)/2 
Ке" 94.0 (0) — p, P. KO rn o r 9. Cos PZ) 
dD, (0) D. (0)= D”? yea 2H, 0) „(0) H. (0) = Ea 


dz u AS dz 
Extensibles au cas du paramètre réel n 


2 


2n+1 


4,0% O 227 н. (9) 4E = -Cos ZE | 00 H 9) si ZZ.) 
БЕ 2 dz 2 


сл 
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Les formules de symétrie impliquent une propriété simple pour les indices entiers pairs ou impairs 
dans le cas où la variable z est un pur imaginaire : 
Formules de symétrie 
Г (-х)= (-)"Р”, (2) /пєм D,(z)-D,(z) /neN ‘= conjugé complexe 
Posons z=ix=>z = —ix 

ës (-i x) = D, x) 
n=2 


* => Dam (i x)" =D 
D, (ix) = D,, (i x) 


(i x) > Р, (i x) est purement réel 


2m 


Dy, (i x) 7 -D,, Œ Xx) 
A А ж 

Domn Ci x) = Domn G x) 

Cela o une immédiate conséquence sur la seconde solution linéqirement indépendante de 


l'équation de Weber, sur les indices entiers, on obtient : 
D,(x) première solution 


п=2т+1= | > D,, (ix) 9 -D,, (i x) = D,,.(x)est purement imaginaire 


Formules de symétrie | M { 
D „ (ix) deuxième solution 


Posons z =i x => z` = | N 
n=2m+1=> D ,, ,(іх)еѕі purement réel 


| | = 2m => Р_„„_у(ї x)est purement imaginaire 
-i x => 
II est bon de garder ce fait à l'esprit, lorsque l'on utilise un logiciel de calcul mathématique, qui 
implémente les fonctions paraboliques cylindriques. Si les valeurs données pour un paramètre 
purement imaginaire sont un nombre complexe, alors on doit restreindre la valeur obtenue selon le 


cas soit à sa valeur réelle soit à sa valeur imaginaire. 


Pour mémoire on écrit une tautologie du type : 


DV @x)- D ,, (ix) D 2 Gi x) 
2 таті 


A | Е | oubien i 
D. six) = c 21) D іх) = Re(D ,, eil 


D ,, 4x) <= < Im(D ,,, (ix)) 
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Lien avec les fonctions de Hermite-Gauss, fonction génératrice, intégrale de Fourier 


On a évoqué précédemment le lien avec les fonctions de Hermite tel que le présente N.N.Lebedev 
dans son ouvrage « SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 1965 ». Il existe également des 
fonctions très proches couramment utilisées que sont les fonctions de Hermite-Gauss. 


2 
z? 


perte [m H (2)=2""e? D, 42) © D, (zd2) 2 "е 2 H (z) 
pip at E 2 Le (Н (2) = 2"n! z 


Fonctions de Hermite — Gauss 


2 
z 


e?H(z) .'T - (g (2) = рь) 


= [а е я 
J2"nMm % nz 
Les fonctions d'Hermite-Gauss ne sont qu'une version dilatée et normalisée des fonctions 
paraboliques D. 


Y, (z) =É 


Les fonctions génératrices des polynômes d'Hermite sont les suivantes : 


g, (z) 2e" DCE e 12 SE e TD (245) 
n=0 n. n= on 


E 
z(e n La cf 


=x 20,6202) 


Posons t'= 2 2e 


e 8 < ‚п t” 
= > i =H (2 
Це +2 2); J22t +œ Z n! À ) 
= g,(z)=e 2 = => Sp (2/2) Subsituons t > it => ET 
n- o7 2 d Lis 
e 2 


Men =D (2/2) 


La forme de ces fonctions génératrice permet de calculer des intégrales de Fourier de ces Tonetlons: 
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On a l'intégrale connue : 


E "ka _ mz bee E E + 2 } pr 2 
En effet ixy — N 4 ch ТАЙ = SEI = (ix + m +t? = (ix + «2 
Í dy e" = +t? Neye 2 _ -Í d -—([у-(к+ з) ee 27) 8 I ker 


—00 


Jh [x+ 2)] 1 B +f de SC +2) ) -L(x _ Mit 2 
dy e ? = 2л dy ее 2 =e ? =e 2 
J ^4 Sch 


ERE dans les deux fonctions EE cela donne : 


р) = Ris Es -D.(y42)- >. goen, ON2) 


n=0 n=0 Й 


< PD (xV2)= = jo ер (y42) 
Л ot. 


+оо n t" ES 1 09 " o» +00 t" +00 IN 1 To T _ y 
Ha H = — 3 y 2 —H x ЕСЕЙЕ J 2 H 
24 те H6) bz LL e e 0) Z 5 [ае e ? Ho) 


x? +00 2 


ere n) [ree 7 H (v) > rail A= jare" o) 
A os T ot. 


Autrement dit les fonctions de Hermite-Gauss sont invariantes par la transformée de Fourier 
exponentielle. 


Pour ce qui est des transformées de Fourier cosinus et sinus des fonctions Paraboliques Cylindriques 
D, il vient : 


" (-1' 5,62) = = [av Cos(xy)D,, (V2) 
PD G2)- у [dy e" D, 2) ^ 
л —00 n Si? . 

(C D. G2) = | dy Sin(xy)D,,. (v2) 
й 1 7 2 (-1)' D, (22) 
E CY D, Q4) = J dz Cos(1z)D., C) NE ОБЕ e 


" l Die ЖО GU D (24) 
(C 1 Da. (24) == | dz Sin(Az)Dani G) = |< | dz 5т(22)0 (z) р 
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Parmi les intégrales définies et indéfinies portant sur les fonctions paraboliques cylindriques et le 
produit de fonctions paraboliques cylindriques (comme les normes), donnons quelques formules 
(voir A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.l.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions) : 
Intégrales indéfinies ` (4P.Pruanikov. Yu A.Brychkov.O.LMarichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions) 


( dz(D, (27 = v|[az(D, (=) _ (D, , (z)D, (z)) VveR Formule 1.7.2.1 page 26 


In tégr ales défini CS  (A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.I.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions) 


2 


Хт 1-v у _ соуу(2п+1)/2 -FH 
jet D , (2) = 23°Г(— "u - d D,,1(2) = (2) е E 
| dz D, (2)D, (2) = — bÉ E H Er J = d. 2153) 
i (u-v)T (-u)T Cv) 2 2 2 2 
+00 _ Е EE Е u ]-v у l-u E 
јар, EH 3i 2 kd 3 2 | И 


= ер, (2)р (z) 20 ер, (2)D,(2)=0 YmneN= [de D CDD - 0 Vm,ne N,m > n 


—00 


n-l 
v-a [dz z 0,0) = — EE 
œ 2 em 
{ше ^р,ш)-? JaT (a) rE 2 А d 
d r a-v+1l 2 2 2 2]. 
2 2^ x 


f dz Dapa (2) = DU ; : =A, 3 
Re(a) > 0 d d SE 


v-1 

v 99 SCH = 
ык [de D (0) = 2725 E v 1 
4 4 j 


Гер, (2) = (1+6 +(- yj dz D (2) > Io D, ,(z)= 0 [a D, (z)= jj dz D, (2) 


P SE 
[а= 2D, (2) = 
0 


[ice оз) ук г ај y> |же LE -)- lee ' H „(2v/2)= 2/7 Çr) 


> [de D, = 2 02 n) _ -dartes 33 Зе јар, (2) = 2" un à, Or r(n+d)=v/r G 
n n! 
је e^ zH, (xz) = gena - 1} > ja zD, (2) = zem а r. 


2n+1 o 


> | dz z D, ,(z2)=4(2) 2 J dz e ” zH, (242 J- V 4n GEM = 2" 10 + 3 


n: 


Гает 2"Н (xz) = Va nl P (x j> [ағд = г ае "elzk 


= je z"D .(z)= 22" Jean (2) 


282987. [а e" z"H, (V2) 
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On retrouve un des résultats comme suit : 
2п-1 


22 r l œ- 11 а = 2 1 1 
Var (a) E E: v+ | | [de Diya) =" Ут A| ras] 
e-v 2^ 79 И v=2n Г(1—л) 
2 
1 


1 1 
F| —,11—п; Я n+l FE 
2 [> H b) (2n) B 1 2 1 2 t n j 

Г(1—п) n (4) (1-6 2 Г(1—п) 7 
Voici quelques intégrales définies dont la deuxième et troisième figurent Ee l'ouvrage 
« A.P Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.I.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions » . 
La deuxiëme est reportée avec une légëre erreur (un facteur racine carré de 2) : 

Vrr(v+1Xc2-4p) [v+1v+2 ei Ap 

І mo > ;n+1; 5 
5 2 2 C 


[а z"D (2) = 
0 


Glen, (2) = ft 


2n+ 


[deze Р, (cz)= J 2.11.3.5p.160 
0 


v+l 


n\c 


œ 
— 7) 
Posons v =2n+1= [а ze” D. (cz 


Ул (2n 4 1)lc? -4p 2n+2 2n+3 c?-4p 
)- F, ; ;n+1; 
2% за En 2 2 2 


7 2 _ 2 
De plus (2222 23 241.8 -( l J пес зара 2 


2 1-8 2c? 1-B c°+4p 
2n+3 Re n 
2n+2 2 2-4 2с? 2 t 2 2n+1)( c? -4 
‚Е n+ | Е ВЕ р lt C > [dz ze" D> non ) E p C Р 
2 2 2с с?+4р A 27 n! ic +4p (2+4p} 


œ 2 2 2 n 
Erreur dans le livre [асет D, (cz) Ех = (22) < si 2.11.3.7p.160 
0 (? +4р) di 


œ n+2 2 " 
Correction [dzze "Deels ane = (22) si 2.11.3.7p.160 
0 


(2 +4pP 2 с+4р 
2 n 
UE = је ze Dose z)- Mz (2n (he {5252 +) 
2 2 2" n(c? +4р}: Б. 
2 4 2 
[жее Эш ` p (e= Т6 +0 -4p) k = 2.11.3.5p.160 
2045 da 2 2 2c 
n!ce 
© 2 We 2 
Posons pbs [ace D, (еа) JE Die -4p) P(A tnar a 
à 97" wein 2 2 2c 


2 p 2 ! = i 
EE J = [ае p; (ez)= va Qa) E si 2.11.3.1p.159 
n 2 
2 2 ú d 2°п!/с?+4р\с +4р 
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Voici d'autres intégrales dont quelques unes inédites, toujours inspirée par la référence 
A.P.Prudnikov.Yu.A. SE O.I.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions : 


[|a ap (cz )=2 2 2 cda r(a ) F a «+1 1+a-v c*-4p 
0 i EA ча 


2 


—2n —2n 
2 2 2 
a—2n v—2n F ылы 4p ыл 1— É ы + [as ua 2 
2 2 2c 2 2c 2c 
> S -2n Э -2n 
p 3 -2n (2n 1) =x = 
= [а ze p, (cz)= c "(n- 1) ONE ар ge E ЧИ 
d 2 2c 2c 


> | deze D, (cz)=2""(2n-1 nS -ус—-4р a ре +үс?-4р | inédite 


J 2.11.3.2p.159 


(c? +4р)" 
2n41 jeg ñ =D) mx 
а = 2n+] v2n-«l H ng „n+l; É сар ü c = {+ C =a 
2 2. 26 2 2с 2с 
-(2n41) —(2n+1) 
œ I —(2п+1) À = 2 
=> алтер (са) TG) ü : | É І | 
d 2 2c 2c 
n+l 
2п-1 _ WW 2 2 
= јеғ pad D,„a(cz)=2 ? 2 (2n) Jr ve: er + exe 4p) inédite 
c +4р 
Posons В = С таи Or а) UE 
"20° ` 2 2) 29? (1) 
(poma) 7А D -— resi | 
1 2 
Dal v—2n Cl k Eet Sr SE Ste 
1 
2i semi), Fo) is) Sn) 
л @ l! 2” £1 (a+) (4 n (4) & (2n)(n+ 1) 
1 1 É: 05 1 
о ў ыыы EE eA) ee y 
<; (2ny(n4 (HL 4 1-8 T(1-n) n! (4) (1-8 
1 C Sal 
Zi 11-и; ——— 1 
œ 2n-1 1 29 ? 2 2п-1 п п+ 
= [dié D. (с z)= 22 c'm S SS =27 eir E) І : 
о T(1- n) m (4) 1-f 


f сул 2n) с -4р 
= [dz e> D, (cz)= Jn | | J 2.11.3.1p.159 
| 2 2" nc! + 4р (с +4р 
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Un résultat précédent peut encore se déduire de la formule 2.11.3.2 page 159 : 
Si v-a _ 2 _ 
jar "D (eja 7 сут Tla) EE 
d d +G = 2 2 2 2c 

2 


2 > 2 | 
Posons а — 2 у > 2n+1 В=< 4р i= p S +4p Or dack (200 +1)) 


2c? 2c 7 ym er) 
3 3 
oo ч 2п-1 CET) 2n-l CES) 
[асет Deel? 2 Jr > =2 2 dm 5 
e c T(1- 1) c Г(1—л) 
© CS 2 
Par ailleurs [dz ze " Del Zeiss. Ë si 
9 2" n(c? +4p} CA 


3 
| wël n ee 
2^1 $55 $ 1 S 
= Résultat attendu = 2 = (2n š; 1) p 1 
T(1-n) m 44, (1-8 


EEN SCALE) Be P "у erem (2) 


r-n) => 2*4 (nn (а n (4) S (2п+1)(я+)}\\ 4 


7 y (2(n+1)+1)n! DE 1 |?) зүү а E 


= (2п +1) (n+l 4 1-8 T(I-n) | m (4) (1-8 
Уа (2п+1)с Е 


rale? +4p} c? +4p 


> | dz ze” Do (cz) = | 2.11.3.7 p.160 
0 
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Toujours dans le méme ouvrage < A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.l.Marichev-Integrals and Series - 
Volume 2 - Special Functions », la formule suivante est correcte en partant de la formule 2.11.3.2, 
comme suit : 


© v-a 2 
[асер (cz)=2 7 e Ja T(o) a «+1 1+а-у c —-4p 
9 r 


£m 9 H H 
Kat E 2 2 2 


| 2.11.3.2р.159 


2 


à = = É v-a 
Posons p=— E < SU =1= [deze * D'(c2)=2 2 Vz Ta) 
š ; у c fre) 
2 


2.11.3.11p.160 
2° 2 i 


f 2 S NT 1-у 2-v c” -4p 
a=-v+1= [dzz "e" D,(cz) 2 ? c^ Jn F, e ;l-v; 
0 


c?-4p c? +4p J2c? + c? +4р 
= 1-8 = 1+./1- 8 = 
B 26* B 2c? В J2c? 


Comme  ,F, ZW dE ut 350679) 
\- JK Na+ fet eap] 
(2c2)2 Je? «4p 
л 
ус? +4p 


Toujours en parcourant A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.l.Marichev-Integrals and Series - Volume 2 - 
Special Functions : 


[ае D lebt Lä k fe? sap] 2.11.3.4 p.160 
0 


Г(а) a aœa+1 l+a-v 1 


1+a-v al, D E. 
t 


p=0= [dz D (az)=2 ? e* Ja | 2.11.2.1р.159 
0 


2 
a—2n v—2n—> faz z^1p, (cz) c 72" (2n H, jr + ROS j^) 
0 


© 1 
а ә 2п+1 v>2n+1= [а SD, (cz) gaa (2n)( (v2 = iy". + (2 + f) 
0 


œ 1 2v-1 


1 
Роѕопѕ а = ` = [& z *D, (cz)= 24e? 
0 


л 1 3 3—2v 1 
зуу 44 4 72 
m Кя ЛА 
= 
13 3-2 1) H P 
Sachant que „Ё|—,—; E =2 4 dm 
4 4 4 2 


T 


2.11.22 p.159 


co 1 
=> [а z 2р), (cz)= 2" 
0 


SUN 
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L'intégrale suivante comporte également une erreur : 


f de =E e (е) р-а) = Arr (ed DK" D, (о) 2111230159 
0 


2.2 
Cz 


Dans le livre il manque le terme e ^ dans l'intégrande 


En revanche les intégrales suivantes sont correctes : 


v+2 v+2 
© ER 2N 5 
[dze (р, (ez) D, (=cz))= i а ESA 2.11.3.12p.160 
| т = 

v+5 v+2 
œ 3 2 Si 2N5 
[az ze (D (cz) - D.C ez)» - SEE É d = 2.11.3.12p.160 
0 d Cu 4p-c? „д. 
qz z > e * D,(c J- Erys e * D. ех) 2.11.2.18p.161 
ZARY 2 


e * D,(ez)-T(v)x "e * D (ex) 2.11.2.19p.161 


2222 v ES 2 
э р-р) re #1 E z 2.11.4.5 p.163 
F d J 


| EWERS 


Tout comme ces intégrales : 


Posons 1}, = | dz z*D„(z)D„(z) 
Ia = dis п!\ё„„=]2лхл mó, , Récurrence Ir, = Г, El au tf DIN 


m+l,n т,п+1 


Dont le résultat peut aussi être exprimé à l'aide de Іа récurrence suivante : 


k+1 


SS 
Pre 422 nt, , = 27 т\б„„ e 2л > pu g E E +т!\т* T E 


k 21-к+2| = acad E 
EE 2 2 
2 
Récurrence т“, = (I +6 Ki, + (n + De -(k-1y E? 
тп ml J“ т-1,п m+1,n+1 m,n 
k 0 1 k 
avec tT, „=l pour k>0O,tT„ „ = = ет, „ =0 pour m < 0 
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1 0 0 / 1 
Роиг К=1 il vient « ©т,п = T * Lourd = 27 fn! A + m! di }= Is = 0 
y á 


Pour k=2, il vient : 


+I! 


т,п+1 


oz] -.-42a L Sman +(т +1)! 8„„+(n +D! Snn +m! Em nig 3 Pus -— Sma 


m,n m+l,n 
e edm É |, + Ë + KA m! o Je + NT = Г = J2z n! (2n+1) 


Pour k=3, il vient : 


Dx = T PNE + T LA 

Fine ES TAN + ИР le = Durs + Idus ш мы = ы T eg + Ree = TAE 
Ts = RUP + ТЗ Г ка = e nz dus = Tnt = SE + ТРЕ Ce fs = ech 
eg ES Ts =Ë Ia 


_ 3° 


m+l,n 


0 0 0 0 
F ЭЛ. + T RAM < 31 s + SE 


m+l,n 


> T: = T + Tera ш 20 = J: 
= 27 {п\(б„„; —3б„„ , - Xn +1)(л +2)8„„)+т\(д,„; -38, +3(т +1)(т + 2.)8„„)} 


Pour k=4, il vient : 


427 n! ë +3n+ 32 t Län -2R. + 20 + 
: => 1-342 т(2л° +2n+1) 


+./27 m! Ei +3m+ 2 +(4m- 26, + m 
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On démontre la formule suivante de l'intégrale définie : 


Intégrales définies 


(v +1) jet dz (D, (z))° -Í dz D «{220 Datz, o CN 


EE 


ар, (2) 


MO Lt p (DS EE D, @D,(3)-D, (2) ZO >D) - [dz (D...) 


b b 
> | dz (р) = v +1)f dz (D,Y -[D,A)D, „о, vue 
C'est également la démonstration pour l'intégrale indéfinie évoquée plus haut 
f dz(D,(2)) =-(D,.,()D,(2))+v Í dz(D, (2) VveR 
si a=-œ,b=+œ0=> |D, (2D, (2|; =0 


2 


Í dz (D, (D = (n + nf dz (р (2)) = Í dz (р (2)) = Di dz (D,(z)f = Di NEE 
Í dz (D,(z) = т.т 
De même si а= 0, = +оо |, (2)Р, ST =0 car Vn D,(0)D, (0) 20 


je (D, G)) = (п + )[& (D,(2)) = Í dz (D,(2)) = т Í dz ga E zm 
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Sur les fonctions paraboliques cylindriques du probléme aux limites inhomogéne en z 


On a précédemment établit le lien entre les fonctions D et les fonctions de Weber W, solutions du 
probléme aux limites inhomogéne en z : 


Hem) ï | ipa a) ( ch, (dixo) 
are, Nk, ëss, pa, 1 (x À 


Meder [m -iieis eoi (iei (ea) 
faxo) е EL ku rd- P is Min J- n- P DEN) 


A(xxo)eR ` /,(x,xo)<e R 


Lorsque x0=0, il vient : 


»=0=ю Lil: d Lil 


пень A y we, lp бем) 


Papas, A? 


geg, liso, O)-D 1, Í ubt 
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Singularité du système de coordonnées paraboliques cylindrique 3D et régularité du gradient 


Dans le cas où le domaine d'étude de la solution de l'équation de Laplace comporte la ligne (en 
3D) ou point (en 2D) u=v=0, alors le système de coordonnées parabolique cylindrique comporte 
une singularité en =v=0. Cela se traduit par l'annulation du Jacobien sur cette ligne (ou point en 
2D) et la singularité "apparente" du Gradient de toute fonction solution de l'équation de Laplace. 
La solution doit donc neutraliser la singularité apparente du gradient en assurant une valeur 
bornée à ce dernier soit : 

(u,v,z) e Q et (0.0,z) e Q 


2 1 OT (u,v,z) OT (u,v,z) OT (u,v,z) 
спа) = = | 2 y, «(27622 y. J (82 D 


— tel (TE (eren (aen) 


Singularité du Jacobien КУР = ц? +у? =0 condition Grad(T(u,v,z)) reste bornée V u,v 


2 2 
_ [ST(u,v,2) (шз ый 
ди ду us 


Plus précisément 


1 [(ƏT(u,v,2) (2702) 
И +v? ди ду 
u=v=0 


2 2 
Soit ÔT (u,v,z) Е) oc Cste[u° +v?) 
ди ду 


— Cste 


u=v=0 


Si Gov.) UV (NZ) emer) ЧӘ vos ZO) œ Cste(u? +v?) 


u=v=0 


Cette condition s'applique également dans le cas à deux dimensions : 


(u,v) eG et (0,0) e O 
Zoch (2m J 


1 
Grad(T(u,v))= | 
суи? +v? ди ду 


moore] Cr 


ди ду 


Singularité du Jacobien Р = ц? +v? 20 condition Grad(T(u,v)) reste bornée V u,v 


2 (CAFE) 
и? +v? ди ду 


5 (2m а ED) 
ди ду 


— Cste 


u=v=0 


ос Cste(u? + v?) 


u=v=0 
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Régularité du gradient avec les fonctions paraboliques cylindriques de Weber 


On va tout d'abord commencer par les fonctions historiques de Weber cylindriques. En utilisant les 


fonctions W. paires et W, impaires à partir de solutions admissibles de la forme : 
Solutions admissibles 


U(u)= AW. ( p, J22,u)+B,W,(p, 22,4) 
V(v)= AW p.i /2A, v) - BW, ( p.i [22,v) 


Et d'après leur développement limité autour de z=0 : 
Solutions admissibles 


н.р) 1-5 p+ Las ) PD A p+ EN 


dz 
- 1 dW.( p,z) el J 4 
z) = z| 1L- — O oP” el О 
W.,( p.z) = | z (p+ oe d LEE ROC 
dV dU 
Guta) Uy LL] + zl | 
dv du u—0 
Le gradient "0 а la valeur à l'origine des 


A/B/—A/B/ =0 

coordonnées proportionnelle à ^" СУ A; Bx. =V En effet avec les valeurs connues des fonctions 
et de leur dérivée à l'origine, il vient : 
W.(p,0)=1 W,(p,0)=0 E U(0)=4, U'(0)- B, 424, 
W.'(p.0)=0 W,(p)-l V(0-4A, V'(0)- B,i424A, 
G, (0,0) = U (0! V (0) +V (0) U'(0) = 24, (4? B,? — 4,?B,?) 

A. г 
= G,(0,0)=0< АВ, = A/B, €» = 2 


и v 


=O B= , il vient : 


оли) = Aal pe pe fat eaae +у?] L + 243224 +24 y (и? +v ? )o(u^v +) 


C'est une première condition nécessaire. Si dans l'équation on suppose `“ 


Et lorsque du = 0 A, = 0 


2 


1 1 
G, (u,v)= B B (u? pere (u* p Р\- Uv B, B, (u? NB z). 


6 48 12 12 
«(us ev5)n;n p), ann “ua RE. p Op 
+v — + tuvB,B =v KEE + + 
"M zn 36 a а ЖОГАР [= 48 24 Si 


2 3 4 
т, UE ` Ss У = à 2 Š 22)" 
Сотте (us +v*)= (u? +v? ON +v*)-v?u?(u? +у?)= (и? +v? lu? +v* vu?) 
Onabien G„(u,v) œ (u? +v?) 


Ces deux types de solutions impliquant des produits de parité identique respectent bien la 
régularité du gradient. 
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La démonstration plus générale à tous les degrés de développement en série va emprunter la 
technique de factorisation polynomiale introduite par N.N.Lebedev dans son ouvrage « SPECIAL 
FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 1965 ». Par le lien avec les fonctions hypergéométriques, 
ona: 


Z (1-241 säi -É (1+2a 1 z? 
manze r| yc E L6 a 


4 X 2 


2 
z 2 2 Ed 2 
Wa ге“, F| 228,3. Z |= e p 3424 3.7 
2 2 2 4 22 


4 


avec 


а. 
F(a,c:z) 2.00), n! ZT (or 
II vient : 


F T 


z Ë 2:9 x> aD 
W.(a,z) _ e Y (= y | 4 2) Z £53 


n=0 r 


ge rey?) no gal "ah d " 
W.(a,z) = ze DO = x a 


= ze | 
= ny! ny! 
gel r 3-2a r ле 2" n! "Op 342a r E 2"n! 
4 2 4 2 
= 1 
——+п 
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Et pour les dérivées premières : 
T d «(i " "M Е Ee к) " 
W,'(a,z) - 5e * Y C1 < 22 ^Y (ly < 


-zZ 
e 3 SÉ n m п. | 
2 О r 1—2a r LN 2"n! pur. r 1-2a r 3 n 2" n! 

4 2 4 2 


> 
— 
R 
N 
D 
Il 
N 
Ò 
+ 
rln 
Ms 
| 
Ó 
м 
з 
am 
DE eg ЧА 
ND | = 
KE 
J 
E E 
— 
N 
© 
+ 
S 
RE 
= 
© 
| 
S 
— 
N 
š 


"T 0. d "NN JE 2.103) " 
W,'(a, z) = – En j tze ^Y — 


п y! п yl 
n 2" n! mp 1+ 2а г 3 on 2" n! 
4 2 


zi d SR + 16“ + п) Le 
, _ z 4 2 
SE 2 
= d (++ Ee 
4 2 
(2228.3) r 222, y(9 
E © / 4 2 gn? a © ^ 4 2 (2n+1)z?" 
W,'(a,z)=e * Y (-1) „ire * у (=1) ; 
— EE 2" gl = TENE 2" n! 
4 2 4 2 
E d CN, ed D 2 ' 
= W,'(a,z)= e DAS — 


= r 3-2a r Кың: 2" n! 
4 2 
IB Eten) 
(E œ À | _2n+2 E. = 2n 
Ë Gd Y | 4 2) z 3 4 2 ) (2n+1)z 


+e 
n+l ! n yy 
342a r las 2" n! "op 3+2a r X 2" n! 
2 4 2 
о п y 
ГУЙ r 3+2a r n 2"n! 
4 2 


Les dérivées premiéres pour des valeurs imaginaires sont également les suivantes : 


1 1—2a 1+ 2а 1 
E. dy 4 +n а-л) ES m ES на (EP e(Te en Se 


4 
" ETH "E É den CH " 
W,'(a,iz)-e Dh -— DE 


Un! 
Оа 2" m! e 3+2a) L 
2 4 43 
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Simplifions l'expression sans restreindre la généralité de la démonstration : 


Posons 22, =1 

M(u)=W.(a,u) > M'(u)=W, (a, u) M (u) = Ж, (а, u) > M'(u) =W„'(a, и) 
N(v) W,(a,iv) ^ N'(v) = iW,'(a,iv) N(v) W,(a,iv) = N'(v) 2 iW,'(a,iv) 
G(u,v) =M (u)' № (У)? + NY M'(uy 


G(u,v) = (W.(a,iv)) (Уа, ш)) — (V. a. u) Y (W,'(a,iv)) 
ou 


G(u,v)=(W,(a,iv)) (W,'(a, ш)) — (W, (a, DY (W,'(a,iv)) 
Alors en posant : W.(a,iv)= ez (a,iv) W,'(a,iv)-iv e* Sta tu 
et W.(a, u) = Kéi (a,u) W.'(a,u)= ue Z aid 
et W (a,iv)=iv KEE W '(a,iv)= KEE 
u? D 


etW,(a,u)=e* u Z#(a,u) W,'(a,u)-e* Z'" (a.u) 


2 


PET 


G(u,v) = e 3 [u (z; (a,iv)) (Z# (a, 10) +v? (Z (a, Df (Z° Kaw) 
ou 


Ota e * Prio (zr a, D) + и (Z#(a, F (Z7 (a. ) 
Posons G° (u,v) = lez: (a,iv)) (Z#'(a, 1) +v? (Zt Ca, wY (an) 

G? (a.v) = [a° (iv) (62.0) v Za wf r.i) 

Avec Z définis comme développements polynomiaux des coordonnées L et v : 


dv + 0 -n) Js 


(= 2а JG + n (en + 1) Zn 
4 2 
| Í DÉ E y, . | : 
Z''(a,u) SL E 


1-2a 1 
M ` | 
Zz(a,u)= X (1) 2 Z?'(a,u) = (1) 


"ej 
La 
| 
P w 
Q 
e 
S] 
ETS 
ÒU | = 
+ 
W Y 
з 
= 


Z; (a, u) = S 1)" 


=j 
LA 
N 
S 
+ 
= 
KN 
= 
+ | 
= N | Œ 
Ne Su S 
GES 
N 
з 


BEE Age 
4 J 42 
4 


v . = п 4 J Ул Н У W 
Ze@iv)= LC) SN, GC Z, Gäre: i E 
n 


ap 
— 
+ 
N 
a 
+ 
S 
NE A, 
we 
EE R 
— 


Г 


A 


` r 2.3) - ` d'Ma e 2) " 
y y 
Zï (a,iv) => (1) - Z:'(a,iv) => (-1) - 
se r 3+2а r Ө 2" n! pur r 3+2а r D 2"n! 
4 2 4 2 


Z'(a0)=1 Zf(a0)=1 7У(а,0)=1 Zř(a,0)=1 
Z''(a0)=a Zř'(a,0)=1 Z''(a0)=a Z''(a,0)=1 
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Si v = ti u => G$ uti u) = u MZ; (a, i (Zt (a. 10) - (Zt (а, 10) (Z1 (30 ) 
б? Gui и) = P (zz (a, Fu) (Za. m) f -(Z#(a, 1) (Z: (a. =f ) 


r 28. AE 
4 


Zomm: GM, JE "Ste? урн)" 


SIE 
s; ey Em 
œ 2 œ 
Z; (a, Fu) =>. Z; '(a, Fu) =D) 
Э" 1 n l 
= p uy (2+ n)? n! = r( 2222 )r(2+n) 2" n! 


Or on peut écrire les relations suivantes issues des développements des fonctions de Weber 
paraboliques : 


PT r anie FM ren (A Ss 
| — = É Sg Emgang E? 
4 }]\2 3-43 
ios a mi) em). 
i P fs m Erëm 2" nl 


ET Purus (2) " "T г 20 (2) , 
e * Cy se * Y (-1f - 


ы n ql п и! 
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De même avec les développements des dérivées : 


1 1—2 
e suse me». x 


e Lu 1-2a 1 2" "= y Le | - 
i d JHS +n jen) SC d Wille п 
4 2 7 3 
P rS AË E SEHR d'Ma o К 
i > c y < = é * Y Z 
n=0 re 2"n! De d dn 2" n! 
4 2 i S 
È s£ ry 2a +n (а-л) 2n ios r( 22 +n )r Serm ` 
SCH 2 4 - | 3 - ] 
fra ra АСУ Pi Ç 2 
Е Ц 4 T> Qu) t 0m d 4 Milbert n 


S 
S NL 


35 d'No 2) („ 221) "n d 
153 2 4 2 z _ e*y (- 1)" 


Е пи! 
n0 r 3 2a Г 1 +п 2 n. n=0 E 
4 2 


Avec ces formules de correspondance, on peut alors écrire : 
К d à 2:65 Ж d $ dÉ Е 
ZEE T а ^а Eu m 
"=O. гір E? r pipa F 
4 2 4 2 


» r( 22 +n )r 2 "m ES r(3 0126 аа-а) 55 
Zi'(a Fu) - > ure» CD H 


"s 
=e ?Z/(a,u) 


n < ! 
ime (20) (ien jani S ims d 22 )r(2+n)2n +1)? ý 
r( 22224 n jk 3 Mia i d DÉI " 
NS < 4 2) H "St 1)" 2) H e ? Z"(a, u) 
Z = = 
> (a,+u) SEET 2" n! < r( 322 )r( 3 E о A 
4 2 4 2 
E Е d Séil Säi E 
и 
Z;'(a,*u)- >` Geer 
— d г{т+") 2" n! 
4 2 


En résumé 


2 


QA "n 
Zi (a, Fu)=e ?Z7(a,u) Z''(a+ru)=e ? Z?'(a.u) 


Z,(a,+u)=e ? Z; (a,u) Z;'(a,+u)=e ° Z7'(a.u) 
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Ce qui fait que l'expression G devient : 

G$ (uti u) = iz (a, zu) (ZE a, D - (Zt (a, w (Z a m ) 

=> G Gui p) er (zt (a u) Y (t (a, u) —(®^ (a, a) f (Zt (a. 1) )-0 
Сои) = p (Z (a, =u) f (Ze (a, ну -(Z# (a, 1 (2.2) ) 

=> G$ (uti u) = we" leie m) (zr (a, u) f -(Z# (a, a) (Zt (a. 10) )=0 


Autrement dit les deux expressions polynomiales s'annulent pour les valeurs 
v=tiu=> G; (u,v) =G$(u,v) =0 


=> 3 P; (u,v), P, (u,v) expressions polynomiales telles que 
G$ (u,v) = (v +i uv -i u)PE Qu v) = (и? +v? )P Gv) 
бшу) = (v +i u)v =i u)P? (u,v) =(u? +v? )P2 (u.v) 


Démontrant la condition de régularité du gradient à tous niveaux du développement. En 


conséquence parmi les choix admissibles compatibles avec la régularité du gradient il y a : 
Solutions admissibles avec la régularité du gradient 


U(u)V (v) W.(p, 42A, u)W,( p.i {ү24,у) 


ou 


U(u)V (v)  W,( p.424, u)W,( p.i /22,v) 


Qu'advient-il avec des solutions de la forme : 
U(u) = AW, (au) + B.W, (а, 
V2, =1= (E) d e Caso АИ Cas) 
V(v) = AM, (a,iv) + B,W,(a,iv) 
telles que A, B, = АРВ 


Posons 42A, =1 

M (u) = A„W (a, u)+ B„W (a, u) => М'(и) = AR '(a, u) + В, '(а, и) 
N(v) = AW. (a,iv) + BW, (a,iv) > N'(v) =i(A,W.'(a,iv)+B,W,'(a,iv)) 
G(u,v) =M (u) N'(vY + Ni) M'(uy 

G(u,v) = (AW, (a,iv)-- B,W, (a,iv)Y (AW, Ca, u) + B,W,' (a, ш) 

- (AW. a, и)+ B,W, (a, и)) (AW, (aiv) + BJ, (aiv)? 


2. 2 
v v 


Alors en posant :W,(a,iv) =e 4 2" (a,iv) W,'(a,iv) -ive^ 27 '(a,iv) 


a Га 
et H (а, ш) =е * Z; (а, u) W, (a, п) = ue * Z; '(a, п) 
etW,(a,iv)=iv е^ 27 (а,іу) W,'(a,iv) -e^ Zt (а,іу) 
u^ Dk 


et W,(a,u) -e* u Z#(a,u) W,'(a,u)—e* Z'/ (a.u) 

PEE (4,7 (aiv) iv B,Z' (a,iv)) (и AZ? (a, u) - B,Z! (a, и)) + 
SE —(А„7/(а,и)+ и B ZE(a,u)) (iv А,7!'(а„їу)+ В,7\'(а„їу)) 
(4,2: (aiv) iv B ZY (a,iv)) (и AZ? (a, иу+ B,Z! (a, и)) + 
—(А„7^(а,и)+ u B,Z/ (a, wY (iv А,7}'(а„їу)+ В„7}'(а„їу)) 


ue жо 


Posons G, (u,v) = 
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Voyons comment se comporte l'expression lorsque :" ^ Hu 
у= іу = Fu 
(4,2: (a, ти) Fu B,Z; (a 72) (и AZ" (a, н) + BLZ! Ca, W) + 
(4,2 (а, и) + u B,Z/ (a, и)) (Fu A,ZY'(a, Fu) + В,„7}'(а,+и)) 
‚| (A, Zt (a, 4) Fu В,7/ (a, и)) (и AZ (a, u) + BLZ? (a, u) f + 
-(A,Z"(a,u)+ u B,Z? Ca 1) (и A Ste, u) FB,Z# (a, ш) 


G, (ti u) = 


=> G, (uti u) = e'" 


= G,(u.-iu)-0 
" 11 Uu 2 

(4,Z!(a,u)-u B,Z/ (a, u)) (u AZE'(a,u)+ В,2 (a, p) + 
1 ' 11 2 

—(4,Z/# (a.u) + n BZ? (а.ш) (u AZ? (a.u) B,ZEË'(a,u) 

Vérifions que G,(0,+i 0) = 0 = 

ZF(a0)=1 4*#(а,0) =1 Z'(a,0)=1 Z'(a,0)=1 

Zr'(a0)=a Z'(a0)=1 Z''(a0)=a Z/V/'(a,0)=1 

à 2 2 2 2 

G, (0,+i0) = A В, – А, B, =0 

Pour l'instant c'est une bonne indice qu'il n'y a pas d'erreur de calcul. Supposons maintenant que 

dans la relation : 


G,(4,+iu) = e" 


2 2 2 2 À, 
À, B, = A, B, E TI. 
v D 


Alors l'expression s'annule: 
1 2 ' ' 
(4„7“(а,и)-и B,Z? (а, 1) (и A,Z!'(a,u)+B,Z#"(a,10)) + 


e = +u? 
GUA) =e u u 2 Ht Ht 2 
—(4,Z#(a,u)+uB,Z"(a,u)) (и A, Z? (а, u)-=B,Z#'(a, и)) 


A 

A 2 

+u? H 
A 

A 2 

Hu 


= G,(u,+iu)=0 


" 11 11 2 
(4,2: (a, u)+ u B,Z/ (a, и)) (и А,2 (a, иу+ B,ZZ (a, ш)) + 


1 2 11 11 
(4,7! (a, и) + u BZ" (a, wY (и AZE (a, ш) + BLZ! (a, ш) 


Donc si 4 _ л alors il y a factorisation de и? +v? et la condition de régularité du gradient est 


B, B, 
assurée. Donc les formes du type : 
U(u)=W,(a,u)+W, (а, и) U(u) =W, (а, ш) – Ў, (а, u) 
И (и) W,(a,iv) - W,(a,iv) V(v) W,(a,iv) + W,(a,iv) 


sont admissibles 
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Si maintenant 4 _ FS 4, , il vient : 
B, B 


и 
$ 2 4t ' 
‚((4„7^(а,и)-иВ,®/ (a, и)) (и А„7!'(а,и)+ B,ZE'(a,u)) + 
—(4„7^(а,и)+ иВ„7^“(а,и)) (и AZ! (a) - B,Z! (a 1) 
L 2 11 ' 
„2 ( (AZ? (a, i) - n BZ? (a, D) (и A Zt Ca. u) + B,Z#"(a,u)) + 
-(A,Z"(a,u)+ u B,Z (a,u) (и A,Z"'(a,u)-B,Z"'(a, ш) 
-2A Z" (a, иуи B,Z! (a, (u A, Z (a.u) + B,ZE'(a,u)) + 
11 11 £ 2 
‚| +24 AZ! (a, )B, ZI (a, uA Z" (a, н) — u B,Z"(a,u)) + 
24,2! (a,u)uB,Z! (a, ши A,ZE'(a, u) B,Z!" (a.u) + 
*2u AZE'(a,)B,ZE'(a, и)(А„7^“(а,и)+ иВ„7“(а,и)) 
(4,2% (a, u) B,Z# (a, Ya A Sne, sf +(B,Z#'(a, mf) 
+ AZ" (a, u)B, Z" (a, (4 Z" (a, m) (n B,ZE(a,uD) ) 
Cette expression ne s'annule pas, donc les formes du type : 
О(и)= W, (a, p) - W, (a, p) 
V(v) = W.(a,iv)+ W,(a,iv) 
ne sont pas admissibles. 


G, (uti u) = e" 


— € 


+u 


=4це'^ 
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Régularité du gradient avec les fonctions paraboliques cylindriques D 


Avec les fonctions paraboliques cylindriques D, selon la forme des solutions admissibles suivantes, 
(en supposant le facteur d'échelle c=1) : 
Solutions admissibles 


U(u) Eg) A,D, ( V 21, Hu) ag B,D mii V 21, u) V (v) = AD, G V 2А„у) Б BD Lut V 2А„у) 
Nous n'allons envisager que le cas des paramëtres de valeur entiëre, ce qui simplifie le calcul en 
annulant bon nombre de termes. Les solutions au point u=v=0 deviennent alors en appliquant les 


relations établies plus haut: 
Solutions admissibles 


0(0) = A,D,(0)- B,D , (0) V(0)= A,D,(0) + B,D , ,(0) 
U'(0) = 24, (4, D', (0) +i B,D' „ ,(0)) V'(0) = J2A, (i 4,D', (0)  B,D' „ ,(0)) 
E zl dU (0) ) . voy dV (0) | _ e +B D, (0) (4,D', (0) +i B,D' „ , (0). | 
du dv + (4„D„(0) + B,D mb (i A,D'„ (0) + B,D' ,, ,(0)) 
(420,20) + BD ,, (0) 24,B, D, (0)D ,, ,(0))x 
x (лр? (0)- B,'D' ,, (0)+2i A,B,D',(0)D' ,, , (0)) 
"La (4D, (0) +B,'D_.„. (0)+2 A,B,D,(0)D ,, ,(0))x 
x C A/D'/ (0) B/D' , (0)+2;i A,B,D',(0)D' ,, , (0)) 
Compte tenu de la valeur nulle du produit D,,(0)D",, (0) = 0, il reste 
2А, C A/B/D,'(0)D' , (0)+ A/B/D , (0)0', (0) A/B/D,'(0)D' , (O-A B; D, Zon. (0) 
=> 22, (4,5; - A/ B, )p,(o)n" ,, ? (0) + (4^5, - Ah |р (D? (0)) 
=> 2A (4B. - A! BJ (D, (OD n (0) + D „ ,2(0)D'„? (0)) 


Or (D, OD ,, (0) + Dp? COD’, (0))= Эр Е ü 


La condition de nullité du gradient devient 
A,B, T AB, 


A, В, -A/B, =0 soit 
ои А,В, =-A,B,„ 


и 
Mais Іа condition de nullité du gradient пе suffit pas, pour аётопїгег sa régularité dans le cas des 
fonction de paramëtre entier. 


II faut calculer plus précisément dans le cas de paramètres entiers, par exemple, le développement 
en série autour des valeurs u=v=0 jusqu'au degré 2 des variables et montrer que l'expression 
obtenue permet de neutraliser la singularité du Gradient soit : 


[ets : (2702.97) 
ди ду 


oc и? +v? 
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Dans notre cas, les résultats sont plus complexes, aussi voyons les résultats avec l'hypothèse 
simplificatrice : 24 70 B=0=UG)= AD, (22,4) V(v) - AJD,U42À,V)" Nous avons les 


résultats suivants par valeur d'indice m croissant, en posant pour simplifier : 24471 
2 
dU = 


G,(u,v)= Е + ЕЕ 


H—0 
v0 


Y 2 2 

G, (u,v) oc А (и? + IER бш) A 4, (ut e TN 
254, A; 

сим) 2А (uer e e) GG A АД? e? [i - рау.) 
81A, A/ 81 

G, (u,v) œ =Â |P 22 _* - ve 2? 

,(u,v) à (и TU 
En développant les expressions à l'aide des fonctions de Hermite, il vient : 


G, i.v) = ооу (£762) " Kai 


H—0 
0 


U(u)-A,D,(u) V(v)- AJD,Gv) U'(u) - A,D,'(u) V'(v) - i4, D,'Gv) 


аана) 20-27 pne] 


v?-u? 2 iv H H JH Ko 
A Aq y ve 2 E: z] н) н, E 
G„(u,v) = 2 ; . 2 
iau iv iv [iv 
d zl ткн.) н-( 
сари ат аттар Hic |р 
AA ONE. "LS (n. (EJ: g^ EJ V2 npe. 
G„(u,v) = z 2 | 5 2 2 
2( u oí iv \ v 2( iV iv iv А 
Hn 42 Hs (>) A z) EEN J 


G, (HV) 


š AAA H; 


„2—2 2 iv и |. H | iv iv : 
EXEC CE 
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Pour tous les indices, il vient par exemple : 


2 
Aa fr el + ail: d 
(и? +v? Y16+(1+4m) uv?) 


С, (ut, V) oc = i 
die (3-") 
2 2 
Gam. (U,V) ос 4, 4, - (u2+v?Y16+(3+4m) uv?) 
E) 
2 
Е m)= ze CU | [6072 (уу у 
: По-› Ties e-no (22) 
reza ostro- ereis di 2 E 4; š m Jf- 1_ 2 
d 1 m) Ж (1841 227 mt Jç d 1 dE (4т +1) (-D" 22 mr 
2 (2m +1)! 2 2 (2m +1)! 
Soit 
С, (ut, V) oc SE m (и? +v? i6 Aaf ev?) 
A, A/(Qm*D! (.,. „ү (G+4m) uv? 
G oc Z J анаа а АРЦ 
ama (HV) 16 ((m))* (u +V ( + 16 
Exemple G, (uv) œ ааа vp * d G, (uv) œ — A, A 50625(u.? epe Eu) 


Voici une démonstration plus complète utilisant le raisonnement de factorisation polynomiale pour 
l'expression G,{u,v) (inspirée de N.N.Lebedev < SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 
1965 », cas des coordonnées sphéroidales allongées ou aplaties) : 


voe poro a mn) s.) GE 


H 


G„(u,v) = 
95.200, 2 VEH: 
AA Qy?ne 2 | 
GUIDES G,,(u,iv) 
G pm (u,iv) polynôme en (u,iv) 
L'expression en dehors de l'exponentielle est une expression polynomiale des deux variables, dont 
on va rechercher des racines pour lesquelles elle s'annule. 
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En effet le polynôme s'annule pour les valeurs u=i v ou u=-i v, il admet donc une factorisation 
comme suit : 


ati La (ro (d) En) ZA UC xx) | 


= 6, (uiv)e (uivYu-iv)r, (uiv) e (à v^ yr, uiv) 
m (u,iv) polynôme en (uiv) 


Ce qui démontre le résultat attendu et la régularité du gradient sur la singularité du système de 
coordonnées dans le cas des paramètres entiers. 
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Lorsque les paramètres ne sont pas de valeur entières, reprenons le calcul de l'expression à 
l'origine des coordonnées : 


U(u) = A„D„ (J 22,u)+B„D_„ (J24„u) et V(v)= AD,G.2A,v)+ B,D, ,G42A,v) On pose 42A, =1 
U(0)=4,D,(0)+B,D,,(0) У(0) = 4,0,(0)+В,р ,, ,(0) 
U'(0) = (A, D', (O) +i B,D na (0)) V'(0) = (i A,D'„ (0) + B,D' ,, (0)) 
2 2 [(4D,(0)+B8,D,.,(0)) (4,D', (0) +i B,D' (0 
ЕЕЕ +O ZL) _ (4,D, (0) B,D ,,,(0))( „D'n CO +i B,D' ,4( Dr 
du dv F (4,D„(0) i B,D , (mt AD', (0) - BID а (0) 
о D (0)D.„ (O4, D',? (0)— BD", ^ (0)+2i 4,B,D',(0)D', , (0) | 


шои 
-(4,2D„?(0)+B,*D.„ 200) +24,8,0,(0)р , ,(0)\A,2D'„? (0)-B,*D' „17 (0-2: 4,8,0", „|(0)) 
Au passage remarquons les égalités suivantes, valable quelque soit Іа valeur du paramètre : 


2" x [2*0 4 Ska: [27" т 
cw Di ee HUE muU e cm 
ЕЗ fie) ei) 

2 2 2 


М2 "л  NV2"x л 


' _ SE =. M т+1 Е тл 
D,(0)D , ; (0) = чке. da? d'al edd 2 J- cod 2 J 


D,,(0) = 


2 2 
2% 42777 m Е = 
-m 2+m) ` 
Г Г 
2 2 
En revenant à l'expression du carré de la norme du gradient, elle s'annule à l'origine des 
coordonnées lorsque les conditions suivantes B, = B, =0 sont vérifiées : 


G, = AA, D, (0D', (0)  A/ A/D, (0)D'„' (О) = 0 


D,,'(0)D ,(0) = 


, ou bien lorsque A, = A, =0 donnant : 
G, = BIB D СОЭ (0) Eu B B, D pa (OD a (0) = 0 


Voyons maintenant si l'expression du gradient, a bien la forme escomptée autour de l'origine. Pour 
cela utilisons le développement connu de la fonction parabolique cylindrique D à l'aide des 
fonctions hypergéométrique confluente U, toujours dans l'hypothèse simplificatrice B,-B,-0: 


m lo r(b-1) у r(i-» 
D (u)=2 "ge GE £) (ар) HA (a -5+1,2-6,2)+ TUL) Alab) 


2 


cH 2 es 2 
= D еа Је 4 : oi d u JS iE E) 
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La fonction en v, s'écrit alors : 


v 2 _ 2 
D (iv) = 2 "re 4 : d Ty Z) ne rf- mos а 


ut 
К 2" ср E 


L 


d 
= D „'( u) = 2 "26 4 Jx 


a Ji 
=> D,'(iv)=2 "et d 


— Ui) Du) et V(v)2 Dv) -U'G) - D,(u). et V(v) «i D, Gv) 


2 2 
dU dV (O А Е x” 
=> G„ = okt + ver) ZO) = (р, (у) (D, 40) - (D, G0 (D, Gv) 
De plus il est à noter les propriétés suivante de la fonction hypergéométrique confluente U : 


2: 2. 
m pair > О m L 7 = T(/2) VH p Lz fonction paire 
27572 ds ) 219 
2 


2 272 SÉ 2 
m impair zi T J =g r( 1/2) a x 5.5 J fonction impaire 
18 am 


Si m entier — 


1 2 
Si m entier : liaison avec les polynomes d' Hermite > d < 5 5 | = zu 
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En isolant le terme exponentielle l'expression est de nature polynomiale lorsque l'on restreint son 
développement en un nombre fini de termes. Dans ce cas on voit par évidence que l'expression 
s'annule lorsque =i v : 


G, = (D, Gv)) (D, Gv) - (D, Gv)) (D,'Gv)) = 0 

Mais ce n'est pas le cas pour u=-i v, sauf uniquement lorsque le paramètre m est entier (un résultat 
déjà trouvé auparavant) : 

С, - (D, v)F (D,'(- iv)) - (D, (iv) (D,'Gv)y «0 

Car D,(-iv) € D,(iv) et D,'(—iv) € D,'(iv) 


En conclusion les solutions de la forme : r(,, v) = p. (.[24. nD, (i [24 v) ne sont pas admissibles. 


Remarque : en prenant des solutions de la forme :r(,, yy р, (i24, ш)р , (Div, Soit le 
cas 4 =A =0, ОП aboutit également à la non-régularité du gradient à l'origine. Ce résultat est 
cohérent avec le résultat donné auparavant pour les combinaisons linéaires de fonction 


parabolique de Weber. Rappelons que la fonction parabolique Cylindrique D, peut s'exprimer 
comme suit à l'aide des fonctions de Weber : 


D,(z)- AW. (pz) BW,(p.z) е E re 


W,(p.0)=0 W,(p.0)- 
—A-D,(0 et B-D,'(0) 

= D, (z)= D,(0W,(p.z)+ D,'(0W,(p.z) 

Un choix de solution de la forme : T( u,v) = M(1DN(v) = D,(1)D, Civ) impliquerait la construction 


suivante : 
M(u)-D,(u) - Р, (0), (р, ш)+Р,'(0)ӰУ, (ри) Му) 2 D,Gv) = D,(OW (piv) * D,'(OW,(p,iv) 


i .. А, B, 
Soit une condition —— = > 


v 


Condition ne respectant justement pas la régularité du gradient. 


Par contre une construction de la forme suivante respecte la régularité du gradient : 
M(u)- D,(OW,(p,u)* D,(0W,(p,u) | N(v)- D,(OW,(p,iv)- D,'(0)W,(p,iv) 
B 


š уз 4, H 
Soit une condition — = – —— 


B 


v 
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Régularité du gradient avec les fonctions paraboliques cylindriques U(a,z) et V(a,z) 


En utilisant maintenant les fonctions U(a,z) et V(a,z) qu'en est-il de la condition de régularité du 
gradient pour les combinaisons linéaires servant à la construction des solutions. Les solutions à 
étudier sont de la forme : 


T (uv) = (4,U(a, J22, ш) + B.V (a, 2A, n V AU (a,i [22, v) + BV (ai 22, v)) 


Si l'on se restreint au cas particulier: p =p – о, comme les fonctions U sont directement liées 
H v 


qux fonctions paraboliques cylindriques D, et que nous avons montré la non-régularité du gradient 
sauf si le paramètre p=-a-1/2 est entier, alors les solutions du type: 


T(u,v)=U(a, DÄ WU (a,i [2A v) ne respectent pas la régularité du gradient à l'origine des 


coordonnées, sauf si le paramètre p=-a-1/2 est entier. 


Pour ce qui est des solutions de la forme : T(u,v) = M(u)N(v)=V(a,/22, uW (a,i J24 v): Même 
si l'expression du gradient s'annule bien à l'origine : 

W.(p,0)=1 №,'(р,0) = 0 

W,(p,0) = 0 W.'(p.0) =1 


V(a;z) ау СРР Y (a W.(p;z): "aye С E 


M(0)=V(a,0) M'(0) 424, V'(a,0) 

N(0)-V(a,0) M'(0)=i./22,7"(a,0) 
G(0,0) = M (0) N'(0) + N(0) M'(0)? —2A,V(a,0) V'(a,0 – 24,V (a0) V'(a,0)° = 0 
Mais nous sommes dans le cas : 


А _ Au 
B. В, 


étudié à l'occasion de la régularité du gradient pour les fonctions de Weber, alors ces solutions ne 
respectent pas la régularité du gradient : 


Une construction licite avec les fonctions U est la suivante 

M (u) =U(a,u) =U (a,0)W,(p, u) + U'(a,O)W,(p.u) р=-а—1/2 
N) =U (a,0)W. ( p,iv) - U'(a,0)W,(p,iv) 

T(u,v) = M(u)N(v) 


Une construction licite avec les fonctions V est la suivante 

M (u) =V(a, u) =V (a,0W,(p,u) + V'(a,W,(p,u) р=-а—1/2 
N(v) =V (a,0)W ( p,iv) - V'(a,0)W,(p,iv) 

T(u,v) =M(W)N(v) 
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Régularité du gradient avec les fonctions de Bessel solutions du cas n°5 


On doit également démontrer les conditions du respect de la régularité du gradient avec les 
solutions séparées du cas n°5 : 


U(u) = Аа (EE) (EE) V(v)- nS) (£7 ) 


4 4 


A partir du développement complet en série des fonctions de Bessel J, il vient : 


g 


са (3) > mis. 1)! al Weg ( ác = ` ot) 


(Y) ten OO 
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D'après les développements en série pour les deux types de solutions les valeurs des fonctions et 
leurs dérivées sont définies à l'origine. Il n'y a donc pas de critères de finitude de la solution qui 
permettent d'écarter directement une forme plutôt que l'autre. Il faut donc en passer par l'étude de 
la norme du gradient pour déterminer un critère de rejet. Pour cela dans un premier temps prenons 
un développement limité à deux termes à chaque fois, et simplifions l'expression en posant 
quelques constantes : 


à 


5] \ ‘he EN d ICH, o Í вА EN 


16 


d q v? 
Zuch) 


Avec ces développement et moyennant un calcul plus ou moins fastidieux, la premiëre condition 
consiste à vérifier que G s'annule à l'origine des coordonnées : 


U(u) = СС Jess Ka rey arf ka (22) 


MME 


(ME 


G(u.v)- [Z uuo) V(vy (Ero) U (u)? = G(0,0)- 


La condition donne immédiatement : 


А,В, «0 
A, В, +A B =0< {et 
А,В, = 0 


Comme on a l'impossibilité d'avoir en même temps pour chaque fonction les deux coefficients nuls 
(solution identiquement nulle), alors les seuls paires possibles de fonctions compatibles avec cette 
conditions nécessaires de régularité du gradient sont : 


UG o) = Ja v; (LE (£7 ou пасее 


4 4 4 4 
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Démontrons que ces deux combinaisons sont également suffisantes pour assurer la régularité du 


gradient, en passant par le développement en série infinie des fonctions de Bessel 
correspondantes : 


К = Eat cy z 2k 
7G-(£) ` G lj) 


1 
2 uA 2 \4 +00 —1)* 22 2k 2 
A) EE) A 
4 T r(e+3)e 
4 
1 


le 


= 1 


d ^i 2Y425 (-1)'4k 
L| Jus (LE J-(5) $ CD 


# | ee (ge) = еу E 
EE Ar "Ir du 2 3 


sp ES) n 
| 


5 
4 
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Formons G(u,v) comme expression polynomiale des deux variables u,v, et montrons qu'il s'annule 


lorsque u=i v et u=-iv avec le produit : U(n)V (v) [иу Л, y [2-) soit : 
nup 2 
4 


G(u.v)- | PII V (v) [z di U (u) 


2 2 
1 


1 
4 + k 2 \4 +w тү 2 \2# 
бд„»)-|(& - y CD God: 3i E D Cu (£) SEI, 
= e d Š ° AGAL 8 
2 2 
1 ( )( q 2 1 k 22 
4 2 (-D'(1+4k ; 1e (Cl a 
UE зе y a y^ (É) Ë ( ` KE и“ 
SZ e d Sch du 5 je 
2 2 
DEE k 2k 2\5 k 2 \2k 
4 or. 4 +œ Le 
- (É) $ ED == j^ (É) > D (É) Eer 
8) ka dr? 5) ^ $ (к) ° 
2 2 
а? арла Ye cw (ey 
. G emen) ^ 
E? e 5) SH du 2 
Si u =+iv v" =u" у?=—и° 
Alors G(+iv,v)=0 
Dans ces conditions on peut trouver une factorisation de G(u,v) telle que : 
G(u,v)=(u+iv)u-iv)P(u,v)=(u?+v?)P(u,v) 
D 2 2 D D 
Avec le produit : U(u)V (v) = [ades (28 p (Z), il vient : 
4 4 
2 2 
E k 2 үч k 2 2 
4 +00 Né 4 +00 NM 
asc E (-D'4k (É) а-а E SEN KE Fn 
8/ ыг 25) 3 ; NIE S 
2 2 
20ү; m k 2 2f DEE +оо k 2 \2k 
py E еш (s | P (s E E É ) и" 
8) k EE 8 8 "ris S 
Siu =+iv =>vy* = u“ v + = д^ vê =—и° 


Alors G(tiv,v)=0 
Là encore une factorisation de G(u,v) est possible, telle que : 
E Е . æ E 2 
G(u,v)=(u+iv)u-iv)P(u,v)=(u*+v?)P(u,v) et la condition de régularité du gradient est 
donc assurée par ces deux produits. 
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Régularité du gradient avec les fonctions de Bessel solutions du cas n°6 


On doit également démontrer les conditions du respect de la régularité du gradient avec les 
solutions séparées du cas n°5 : 


(и) -Ji 41,.( 2) 8,7 (22) V(v) = Ма) (£7) 


4 4 


A partir du développement complet en série des fonctions de Bessel |, il vient : 


T 


z 


pP x) Й Ө Jr 42-506) 
ЕЕЕ 


н б 


М. 
EN 
TRS 

N 
— 

Il 


У 
y "SN 
J| 

У 


a + 
Jul qu. ss tse 1 gu URS 
qu ru is z 3 8 J ` 
u SE? "Е 
Idem pour v < u 


D'aprës les développements en série pour les deux types de solutions les valeurs des fonctions et 
leurs dérivées sont définies à l'origine. Il n'y a donc pas de critères de finitude de la solution qui 
permettent d'écarter directement une forme plutôt que l'autre. Il faut donc en passer par l'étude de 
la norme du gradient pour déterminer un critère de rejet. Pour cela dans un premier temps prenons 
un développement limité à deux termes à chaque fois, en complétant avec les expressions des 
dérivées: 
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Avec ces développement et moyennant un calcul plus ou moins fastidieux (fait avec Mathematica), 
la premiére condition consiste à vérifier que G s'annule à l'origine des coordonnées : 


vs ena EE] нотада) 


(4B, d 


G(u.v)- E Lu) V (v)? (Ero) U (u)? = G(0,0)- 


2-332 2 2... _ -- 
La condition donne immédiatement : dd жав, Ову cO et xb; = O. 


Comme on a l'impossibilité d'avoir en même temps pour chaque fonction les deux coefficients nuls 
(solution identiquement nulle), alors les seuls paires possibles de fonctions compatibles avec cette 
conditions nécessaires de régularité du gradient sont : 


RO RE po [TR e| 


\ 4 -1 4 


Démontrons que ces deux combinaisons sont également suffisantes pour assurer la régularité du 
gradient, en passant par le développement en série infinie des fonctions de Bessel 
correspondantes : 


= T +оо 1 z 2k 4 Ы 
T <= 
©) B Dr ii i xd à 


5 зудо DAE 
d [uI q H _|4 (1+4k) q u^ 
d I 4 8 5 8 
ч 4 va («+2 )e 


Idem pour у < u 
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Formons G(u,v) comme expression polynomiale des deux variables u,v, et montrons qu'il s'annule 
2 2 
lorsque u-i v et u=-i v avec le produit : y (yv (v) = f uv, e y. e ) soit : 
DAY 2 жүз 2 
4 4 


ои) (200) NEIE Uu 


2 2 


д? i +00 (1 + 4k) а? Ж а? 4 +x 1 q 2k P 
к=0 r(x + d ER r(x + d 


2 2. 
К 2k d 2k 
AE [edz O; 
8 rese 8 ° (кна je ° 


Siu = іу v" -yu* v?=-u? Alors G(tiv,v)-0 


Dans ces conditions on peut trouver une factorisation de G(u,v) telle que : 
G(u,v)=(u+iv)(u-iv)P(u,v)=(u?+v?)P(u,v) 


7 x 5 35 rc. 
Avec le produit : U(uW (v) = Ju het (4 H y (4 V "vient: 
74 4 ^4 4 
2 


"E ERA Ak д? 2k _ q? 74 +œ 1 q? 24 А 
Ао n ERU 
ES r(x + Ch ы r(x + Je 
2 2 
2 4 is 4k 2 \2k 2 E +оо 1 2\26 
"EY E Y E J y^ É ) У É ) ш“ 
$4 а du 3)и : 8/ 4 SE ° 


4 4 


Si u =+iv vy" = AT у C уб =-_n* Alors G(Hiv,v)= 0 
Là encore une factorisation de G(u,v) est possible, telle que : 
š š 2 2 
G(u.v)- (u *ivXu-iv)P(u.v)- (u LM Plav) et la condition de régularité du gradient est 
donc assurée par ces deux produits. 
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Singularité du système de coordonnées parabolique cylindrique en 2D, régularité du gradient à 
deux dimensions 


Il en est de même pour la singularité u=v=0 dans le cas à deux dimensions où l'origine des 
coordonnées est incluse dans le domaine d'étude : 
(u,v)EQ et (0,0) e Q 


Grad(T(u,v)) = 7 1 | (=) (20.0) | 


+у ди ду 


Singularité du Jacobien GE = ц? +у? =0 condition Grad(T(u,v)) reste bornée V u,v 


2 2 
soir 2ш! ‚| ш x œ Cste[u° +у?)ои Cste и?ои Сяіеу? T(u,v)= (и) (v) 
u v 


G(u.v) -U(u AEN +V@) (se 


Cas 22 = 0 

U(u)=au+b V(v)=cv+d 

G(u,v) = (a u +bY c? «(cv +4) a? =0=а?с?и* tbe +2abc° и+а?с?у? - a?d? +2а?сау 
G(u,v) = (a^a? +Ь?с?)+ (2abc° Ju +(2a°cd )v + ate? (u? +v?) 

аа? +b’? = 0 et abc? =0eta°cd=0 

Soita=b=0=> T(u,v)=0 

Soit a =c =0 => T(u,v) = bd 

Soit b =d =0>T(u,v)=ac uv 

Soit cd =0= T(u,v)= 0 


Le cas suivant : 


u—0 
v—0 


U (u) =c Cosh(Au) + d Sinh(Au) — = Eug Ue) = (e Sinh(Au) + d Cosh(Au)) 
Cas EA => 4 d 
V(v) 2eCos(Av) + f Sin(Av) > = = (- e Sin(Av)+ f Cos(Av)) 
v 
G(u,v) 


z = (c Cosh(Au) + d Sinh(Au)) (=e Sin(Av)+ f Cos(Av)) + 


+ (c Sinh(1u) + d Cosh(Au)) (e Cos(Av)+ f Sin(Av)) = Condition nécessaire D sed Lef" = 0 


2 
casl— c= 0,е + 0,4 = 0, f = 0 = U(u)V (v) < Cosh(Au)Cos(Av) 
саз 2—> d + 0, f = 0,с = 0,е= 0 = U(u])V (v) < Sinh(Au)Sin(Av) 


G(u.v) «c'e 
A 


cas] — développement d'ordre 2 autour de 0 = ——— и? + vi) 


cas 2 — développement d'ordre 2 autour de 0 — s V) ха f X (u? + vi) 


2 244 
cas] — développement d'ordre 4 autour de 0 => чил) x ce? Ai (u? + v2)+ < (u + v? Lu? -y1) 


2 r2 34 
cas 2 — développement d'ordre 4 autour de 0 => SUV) xd’ f R (u? + v2)+ EIA (w ам viue у?) 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboliques cylindriques - p 


Le dernier cas donne une condition tout à fait similaire, et nous l'illustrons avec un développement 
d'ordre 6 autour de l'origine des coordonnées : 


s U(u) = e Cos(Au) + f Sin(Au) 
Cas — A => 
V(v) =c Cosh(Av)+d Sinh(Av) 
Condition nécessaire Su D ed Lef" =0 


casl— c= 0,е+ 0,4 = 0, f =0—=U(u}V(v)x Cos(Au)Cosh(Av) 
саз 2—> d z 0, f += 0,c = 0,е= 0 = U(u)V (v) ос Sin(Au)Sinh(Av) 


2 4 
cas] — développement d'ordre 6 autour de 0 => бшу d R zu +v?) 4 (u* vil = (u° +) 


3 45 
2 4 
cas 2 — développement d'ordre 6 autour de 0 => бш 9) = d* f [б +v?) ^ (u* vil Z (a° e) 


4 


cas] — GURY) x eelu "v ^ (u? v2)+ 22 (u: +у*— ev) 


cas2 > 2) V) ed? f* (u? + ep am NIESEN 


Dans le cas où la solution ne dépend que d'une seule coordonnée, par exemple и, la condition se 
simplifie : 


H ди 
Soit Ka 
ди 


CT 


oc u’Cste 


u=0 


2 
=0= TQ) = a p+b=> G(w) =a" cat 
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Orthogonalité des solutions de l'équation de Laplace en coordonnées paraboliques cylindriques 


L'orthogonalité se démontre par le procédé classique : 
1 z? 1 z? 
O W''(p,z)+ (б + Э = ipe z)=0 (2)W''(p',z)+ (С Э = AZ z)=0 


OW (р',2) – QW (р,2) = W"(p.z)W(p'.z)-W(p.,z)W"(p',z)+(p- pW(p.zW(p'.z)-0 

[а (0 (р',2) – QW. 2) = ärt, 29W (p',2)-W(p,2W'(p',2)} + (р p | dzW(p.z)W(p',z)=0 
aW'(p,a) 25 BW (p.a) = 0 

aW'(p,b)+ B.W (p,b) = 0 

aW'(p',a)+ BW (p'a) = 0 

a W'(p',b)+ B,W(p',b)-0 

[W'(p,2W(p',z2) -W(p,2)W'(p',2)| = 0 


= si C.L. Sturm — Liouville 


b b 
= (p-p)|dzW(p.2W(p'.z)=0—= [dzW(p,zW(p,z)-0 sip p' 


On passe sur la démonstration classique de l'orthogonalité des fonctions propres D identique à la 
précédente sur les fonctions paraboliques cylindriques paires et impaires. 
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Pour le calcul des normes, en passant à la limite sur le paramètre d'ordre. On obtient: 
p'= р+Ар 


E 
Oz 


oW (p+ Ар, = À 
W(p+Ap.2)=W( p. P A2 


a 


b 
-Ар| dzW(p.z)W(p+Ap,z)=0 


W(p+ Ap,z) «W(p,z)* Ap 02 +О(Ар?) 
p 


OW(p+ Ap. OW(p.2) , a Cie 
24 24 020р 


b 
OW(p,2) MLA) La 8702) + О(Ар?) 
д= др j Ozôp 


* O(Ap?) 


Ap|dzW(p,z)W(p,z) О(Ар?) = | 


—2Apo0 [aW IEEE GL). yep, af rea 


âz др ° Ozôp 
De même 
OD, (2) 0D, (2) D, (2 | 
| dz [D,(2)) = = 2 4 | 
Comme : 
OD, (z) ôD (z Ф?” (z 
OD _ (P D,C) 
02 Ор OzOp 
OD, (z) _ Z p D 
GZ 272 ECS "iC 
9D (z oD (z z z 8D (z) ôD. (2 
E moe 
zôp др\ G ôp\2 2 бр др 
OD, (2) ӘР (z д?” (z OD, (z óD, (z 
na 2D D Meg TRI pr) 2 (z) 
E D 020р Ор 
II vient : 
2 OD (z 
fel D „О = Ë (z) E Ж D,a (2) - d 


On obtient une formule es avec les fonctions de Weber paires et impaires : 


f OW, (plz) ôW. (p.z)] 
[а (7 (р,2)) = кш» y "К s S 
; op Op I 
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Problème aux limites à deux dimensions en coordonnées paraboliques cylindriques 


On va commencer par formaliser les conditions qui permettent un passage de trois à deux 
dimensions. Nous allons montrer que la catégorie des problèmes intérieurs dans un domaine 
parabolique cylindrique borné ou non e et tranché en z de hauteur z finie, avec conditions 
homogènes de Neumann en z, conduit à une problème parabolique à deux dimensions sous 
certaines conditions sur les fonctions limites des parois latérales : 
1 O'T(u,v,z) O'T(u,v,z)| O’T(u,v,z) 

2 2 2 2 * 2 * 2 -0 

c (u +v d ди ду | Oz 

u є[—оо,+оо] ; v € [0,9] н z є |0,2, | 


O = [а] [ev] Frontière ôQ„, 


e OT(u.v.,z) 
On 


+ B T(u,v,z) = f(u,v,z) aef[0,1] Be[01] сағ д 


ze[0 zo] 
{ау је, 


Раг séparation des variables les fonctions axiales sont sinusoïdales еї leurs dérivées doivent 
s'annuler aux extrémités (sections supérieure et inférieur du tube parabolique). Si l'on suppose 
maintenant que la fonction limite ne dépend pas de la hauteur z, alors tous les termes 
d'intégrations dans un développement en série sur z s'annulent à l'exception du terme de valeur 
propre nulle. C'est donc toujours le même raisonnement qui conduit à une solution en z de la 
forme A+B z qui devient une constante par respect des conditions homogènes de Neumann. On en 
conclut que pour f(u,v,z)=f(tu,v), le probléme se réduit à deux dimensions : 


2 2, 
І 2 T(u,v,.z) д E 


eu +v?) ди? ду? 
и є [- со,+со] ; ve [0,+] О = [ш, u, |x viv] Frontière дО, 
a Eg Tal, — fia) œe[01] Bel0 «=й 

n Dial ua 


On va donc illustrer la construction des solutions sur un domaine parabolique à deux dimensions. 
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Exemple à deux dimensions : problème de Dirichlet sur une section parabolique pleine et bornée 
avec une fonction limite quelconque. 


Commençons par définir un problème à trois dimensions, dans lequel les sections hautes et basses 
du cylindre parabolique sont soumises à des conditions homogènes de Neumann. La seule 
fonction axiale admissible dans ce cas est linéaire ou constante en z. Le respect des conditions 
homogènes de Neumann conduit à la fonction constante, soit de valeur 1. Dans ces conditions le 
problème se réduit d'une dimension pour devenir un problème aux limites paraboliques en deux 
dimensions. Les solutions du problème à deux dimensions sont particulièrement simples car elles 
sont équivalentes à celles d'un problème cartésien. Seule la contrainte de régularité du gradient, 
lorsque l'origine des coordonnées est incluse dans le domaine d'étude, va contraindre la solution à 
une forme définie. 


Prenons comme premier exemple un problème de Dirichlet homogène dans la direction u, et une 
fonction limite paire en u : 


(249) 
Q,, =E kos ta ]xDo.v.] 
Frontière дО, = Tu = шх [o,v.]U [u = - 1414 |x [0,v, ]u [- mam [v = volt 

"ui E Di uic 


V=Vg 
el uo. 4 


2 2 
wiet - d Ere Tun 
u v 


T(u,v) 


H= Ho = T(u,v)u--nu, = 0 T(u,v) 
belii] ve[0.vo ] 


Sur le domaine suivant : 


Notons que le domaine comprend l'origine des coordonnées et que la condition de régularité du 
gradient doit s'appliquer. 
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Les solutions sont de la forme : T(u,v)= (4,Cos(qu)+ B,Sin(qu)\A,Cosh(qv)+ B,Sinh(qv))- 


Les conditions aux limites homogènes en u, la parité de la fonction limite et la régularité du 
gradient, conduisent aux choix suivant de fonctions propres : 


Cos(A,u)Cosh(A,v ) avec À, = п 2n+1 
Ho 2 
La solution se développe donc sous la forme d'une série : 
De Cos (A, Au )Cosh(2, v) avec À, = л 2n+1 
Hy 2 
La norme des fonctions propres se calcule comme ele 
|o „(u 2 _ (ац Cos (A, u) =2 fdu Cos?(2,u)= zf ds EODD e 


— Ho À, 


ce qui donne en application de la condition limite en v= vO : 


, Cosh(a. v) л 2n+1 n 
A, Cos(2 )|( Xn L avec À, = — et А = |du Cos(A 
Ho . Wes sh(A,vo) : lo 2 " | 3 ( Jm) f(u) 


Si la Ms limite est impaire, nous obtenons une solution de la forme : 


)- 34 Sin(A,u)Sinh(A,v) avec А, = n Z 
Ho 
Anko 
lo, (u `= [au Sin ETE 2 f du Sim баи) Tal. 


—Ho 
En tenant nod des conditions aux limites inhomogénes, on obtient la solution suivante : 
„\ Sinh, v) T f 
A,Sin( DU avec À,=n— et А, = |du Sin(A,u) (и) 
Ho E e nh(A„vo) Ho | 
Si la fonction limite n'est ni paire ni impaire, alors par principe de superposition et en décomposant 
la fonction limite en ses parties paire et impaire, on a la solution suivante : 
2 AP ; | inh| А! 
T(u,v)= 2 leede Сод v) t Ai Sin(X и) Sin d 
H 


Co KO v,) Sinh(A.v, ) 


avec Apo Ll a anl fun Cos(a2 u) f, (u) £e ant ) 
Ho 2 2 

et A ye et А = | du Sin(A, и) f(u) f.(u)= = 
Ho ° 
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Le deuxième exemple est le problème de Dirichlet complémentaire homogène dans la direction v, 
et une fonction limite en v de méme valeur sur u=u et u=-Ho : 


2 2 
AT (uv) = — А : TN), 2 Tv) = 0 
с?и +v ) ди ду 


O. = [- us. i] [Ovo] 
Frontière ÔQ „ „ = [и = u]xlovo]olu = peu, [ло] =) 
Т(и, MUN = = Т(и, Vase Garë = f(v) et T(u, vez et = 0 


HoHo ] 


Les calculs étant assez similaire au cas précédent, la forme des conditions aux limites inhomogènes 
imposent une fonction paire en u, donc une fonction paire en v. Soit une solution de la 2 


(2n+1)z I+ Cos(2z) _ Vo 


À, ‚Соз( (2, v) )Cosh A avec À = 
)-> (4,4) Я 


à Vo 
Jo (v) SE Cos (A„v)== r] dz S 3 


2v, 
Eten „еч de la condition aux limites homogène, il vient 
2 $ 4 Cos(A v) Сози) avec Q = 0 et 4,= [av Cos(A,v) f(v) 
Vo 5-0 "Je sh(A„u,) v, 2 0 
Pour le probléme avec des conditions inhomogénes de valeurs opposées sur u=u, et U=-Ho 


u 1 21000 , &Т‹ш,у) = 


Ф у — [- Ho» Ho |> [0. v, ] 
Frontière дО „= {ш = nllo. vs ] [u = —ив]х[0,уе]ә [ n. #40 Tx [v = v] 


Tuv cuo. ] = Sv) 
Ga et T(u, V)v- =vo = 0 
T (M.V )las ao = -f(v) uel- Ho; uo] 
La solution se déduit facilement : 
2537 Sin Ay) Sinh(A„u) avec À, =n et A, = [dv Sin(A„v) f (v) 
Vo n=0 Gs inh(A,u,) Vo 0 


Ce qui conduit par principe de superposition pour des fonctions limites quelconques du probléme 
suivant : 


AT (u,v) = 


1 O'T(u,v) GT, 
| (и УЭ: (uv) — 0 Q,, = [од |x [0,vo] 


mm xvi) ди? ду? 
Frontière дО „= Uu = uo |< |0,v Aa = -u,]x[o.v, ]o[- [TTA [v =v) 
тоу) = ÁG) 
0 et 
TG eco, = ®) 


à la solution suivante : 


nach 23 ced +) Сози) EEN hc 


wel Lo: uo] ` 


Т(и,у)у 


ртт CoshlA; ш, ï "  Sinh\2, ш, 
avec A = II et A; = fav Созу) f: (v) f'v)- Air) ЛЫ) 
Vo A 


et A. =n et 4; = [av sin(z;v) 76) у-6)= A)- £e) 


Vo d 2 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 
soumis à des conditions inhomogénes de Dirichlet quelconque en v=v,, et homogène en u, sur 
deux iso-courbes u=+ u0 et p=- u0 , développement en série (schéma : zone en blanc). 


AT(u,v)-0 T(u,v) fini 
Tuba = Tv; = 0 T(u,v) 


үгү flu) vel] nebu, +u] 


DCH i 


Ce type de solution se développe en série, et comme l'origine des coordonnées n'est pas dans le 
domaine, alors la condition de régularité du gradient ne s'applique pas. D'aprés des calculs 
vraiment similaires aux précédent, dans le cas homogène en u sur le domaine fini (le 
complémentaire en zone noire) et si la fonction limite n'est ni paire ni impaire, alors par principe de 
superposition et en décomposant la fonction limite en ses parties paire et impaire, on a la solution 
suivante : 


EE d Cos(az u)+ A. e sua) 


i 
Vo AnVo 
0 n=0 


e e 


avec А „== et А, = [au Cos(4^u) f, (u) f (u)= f(u)+ f (=u) 


- A cn et AL = [du 5и) fu) vie Hal 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 
soumis à des conditions inhomogènes de Dirichlet quelconque en p, sur deux iso-courbes u=+ u0 
et p=- иб, et homogène en v sur v= v0 , développement en série (schéma : zone en blanc ). 


AT(u,v)-0 T(u,v) fini 
Т(у) fin). Tv) 


Л 
ує 


Tua Ли) Tuv) 


Mc = 0 v e [v +] keleru] 


ue TN 


Le graphe du domaine se présente comme suit : 


Là encore à l'aide de calculs similaires aux cas homogéne en v sur le domaine fini (le 
complémentaire en zone noire), il vient une solution de la forme : 


+00 


2 e tale e ^" 
T(u,v)- — > А: Созу) + A; Sin(7v )É== 


-A À, 
0 70 e n Ho e no 


л 2n+1 


avec А = 
v, 2 


а а =f av соду) n) г) 10 57 


et Aan et 4; = [av sin) s (v) г) A0 A0) 
Vo 0 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 
soumis à des conditions inhomogènes de Dirichlet sur les deux iso-courbes =+ u0 et u=- pO , 
sous forme de palier constant pour v € [0, v0], développement en série 


C'est donc le probléme aux limites suivant : 


AT(uv)=0 Т(и,у) fini velo] ueu +u | 
Т velov | 


T(u.v)|, u, и=+и,, 0 velv +0] d = [- utu, |x [o,v, | O, = Fu, TH, F b, Al 


=T(u,v) d 


Cet exemple est l'illustration de la combinaison de deux exemples précédents. Là encore par 
principe de superposition, on sépare le problème en deux sous-problèmes chacun sur les deux sous- 
domaine, représenté par la figure ci-dessous en zone noire et zone blanche. 


Dans le premier sous-domaine (zone en noire) la solution s'écrit : 


2 < Cosh(À 2n+1 f 
Ta (pv) T, + 2 agelaf. avec x — e 4, = | du (To, (uvo) т, о5(А„и) 


Dans се тёте sous-domaine, la partie constante ТО, peut-ëtre développé comme une partition de 
l'unité, en effet nous avons : 


fun 
n=0 


= 0 


А Г (-1)' 455 (1) 
ср H coli = fe Cos(À 
P os(A„u) A, | u Cos(A,u) а E е оз(А„и) 


п 


D'où la forme dans le premier sous-domaine : 


Ho n=0 T 2n+1 


To (u,v)= 2 Zë (-1) + À 


Cosh(A,v) 
Z Cos(A 
Í SH os(4,u) 


Dans le deuxième sous-domaine (zone en blanc) la solution s'écrit : 


+00 =A 
To, (av )= EY. — Соз(А„и 


Ho n=0 е 


л 2n+1 n 
) avec А, аы et B,- [au То, (u,v, )Cos(u) 
H, 0 
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Les coefficients An et Bn sont laissés comme tels, leur détermination est simplement obtenue par 
l'application des continuités à l'ordre O et 1 sur la variable v, à l'interface des deux sous-domaines, 
soit en v=v0. Il vient : 


B = 21 CD, À, À = _ 21е C 1) Cosh(A,v, ) ^"^ 
=s л 2п+1 E л 2п+1 
Sinh(A,v,) Sinm(Av,) 27 (1) ,. Р 
— À,B, = A,A, п 0 si п 02 — 0/70 Sinh(A. As Vo 
Cosh(A,v, ) " " Cosh(Av,) x 2n+1 г, 


Оп obtient donc la solution sur les deux sous-domaines : 


АТ, < (-1) E 
То, (mv) = FEL h e fs "Cosh(A,v ))Cos(4, uu) Ре 


AT, S (=1)" c. =й 
То, Ga) 17 suis ye ^ Cos(A,u) 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 
soumis à des conditions inhomogènes de Dirichlet sur v € [0, +], sous forme de palier constant 
pour , les deux iso-courbes u=+ u0 et u=- u0 , développement en série 


Le problème aux limites est le suivant : 
AT(u,v)-0 T(u,v) fini ve lo,v. | ue |- 90,40] 


di ueþ u, +u | 
0 peju жи | 


Là encore оп sépare le problème en deux sous-problëmes chacun sur les deux sous-domaine, 
représenté par la figure ci-dessous en zone noire et zone blanche. 


Q = LA su, klov] Q, = fou V [+ u Ach [o,v. ] 


T(u,v) 


VV, 


Après des calculs similaires à l'exemple précédent, la solution se présente comme suit (c'est la 
même formule en inter-changeant u et v : 


То, (u,v) = l2 E Í = e ^" Cosh(A, u)|Cos(A,v) Q, = Ë H+H, k lov. | avec À, = - UI 
To, (u,v) = > CIF Sinh(A, u, Je ^" Cos(A,v) Q, = Laun lu [+ H, жо} [o,v. ] 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'une bande infinie soumise à des 
conditions homogène de Dirichlet en v; et constante en v:: 


=C u V 
2 J = C H 


AT(u,v)-0 T(u,v) fini 
T(u,v) -0 


T(u,v) 


х=с^ 


V=V, 
ue[=0œ0,+œ] 
V=V, = I, 
ue[=œ0,4+4œ] 


VEX: 


Solution T(u,v)=T, 
y _ 


AT(u,v)-0 T(u,v) fini 


T(u,v) EH =T, 
Halal 
T(4,v) VS =T, 
LE —оо,+оо] 
у-у 
Solution T(u,v)=T 2 


ү, =. 


x+ x + y? xtX + y? x+ |x 
u? =v? U=k*  — ueR> u=+ ou и=+ 
x=c de Ve Ve 
Е ы 
: y y J 
y-cuv Si yz0-—v- =+ ueR,v20>v= 
eH Je x+ xy с х+ух^+у’ 
= 0 _ V2x ER 
СЕТЕ б six>0,y=0— SC Se si x < 0, y =0 => ST 9 
V = у = 
у= 0 Je 


si x > 0, y > 0 > 


si x < 0, y > 0 > 


Yy 
= 
Je x+ dei + y? 


six 2>0,y<0— 


six «0,y «02 


у = 


c= ==. 
delen 4x +y? 
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Cela donne en coordonnées cartésiennes: 


У 
-v 
Vex+ x An = > 
2 Six>0,y>0 ou six«0,y»0 
esas 
-2x 
-=v 
f у-у V . Jc 1 Р 
Solution T(u,v)= T, == ha-m six>0,y=0 —— six<0,y=0 
VTK Vv; =V K m 
JeJxe- xy! ` 
2 5х2 0,у<0 ои six<0,y<0 
KE 
ER EA 
Soit Vix, yle Q =; x> =Â >t YI x< a 
2v. 2v. 
И 
mi 


si у+0 ou si x>0,y= 


v -=v 
T(u,v)- T, > 
4—2x Ег: 
Ve si x <0,y=0 
5 =V; 
V = 1 
T(u,v) = T, V =V 
Remarque : la solution 2 1 respecte la condition de finitude du gradient sur la 


singularité u=v=0 du système parabolique. Soit puisque la solution ne dépend que de la variable v: 


2 
1 (ZO) T 
== < c 
vil dv У-У 


; у=0 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 


soumis à des conditions inhomogènes de Dirichlet quelconque en уо, solution intégrale (schéma : 
zone en noire). 


AT(u,v)=0 T(u,v) fini 
T(u,v) " = f(u) ve lov. | и € [o4] 


у= 
uel-o, 


Si dans un premier temps on considère la fonction limite comme paire en u, et supposons que 
cette fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de Fourier : 


s (w) = [22 F a)Cos(an) e 70) = £ [du у(ш)соз(д и) 


Et que l'on puisse de manière équivalente représenter la solution avec son spectre de Fourier en p, 
alors en tenant compte de toutes les valeurs propres possibles venant des propres coordonnées 
paraboliques, on peut écrire la solution sous la forme d'un développement en intégrale de Fourier, 
comme suit, en respectant les conditions de régularité du gradient : 


T(u,v)= fan T (u)Cos(2 u)Cosh(Av) 


La respect de la condition aux limites en v=v, donne : 


gees? EE 
Т(и,у), „= f (u) > T (A)Cosh(Av.) = f Q) > TQ) Cosh(Av,) 


Et la solution du problème sous forme intégrale est de la forme : 


= Taa ау Cost) 
T(u,v)= e? fe Cosh(Av,) 


Cos( u) avec Ў) =É [du fü0Cos(A p) 
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Passons à une fonction limite impaire en u, dans ce cas la solution a la forme suivante : 


T(u,v)- E SO) AV) 


Sinh(Av) Sin(A и) avec ўоу= ® [ан J (W)Sin(2 и) 


Si maintenant la fonction limite est quelconque, alors en décomposant ses parties paire et impaire 
et par principe de superposition, la solution est la suivante : 


T(w.v) = Í dâ T 00 Cosh(Av) Sinh(Av) 


Commu) s RM Í dà ў, A плу.) 


Sin(A и) 


avec TO) = E [4и /„(и)Соз(А и) fu) J(u)+ f (=u) 


et FM) =Ë [du fGDSi(A n) fu) = L(W)=F=w) 


2 
Prenons pour exemple une fonction limite ш en palier, il vient la solution suivante : 
T, ue [- Host m] 
f 2 = ўа) =Z досы FL 
Jolie u e|- ати) | n) бл) 
йе 2Т ` a faa Sin(A u,) Cosh(Av) Cos(À и) 


4 Cosh(Av,) 


Cette solution est à rapprocher du développement en série, trouvé précédemment pour le méme 
probléme aux limites : 


To (щи) a CU 15900664) О, =[ u +H Lin, | avec А, т 
| л mo 2N+1 ° ° ° "S^ 


To, (u,v)= t; > or Sinh(2, u, Je ^" Cos(A,v) Q, = L H, lu [+ и, Asch lv. | 


Voici le graphe comparatif des deux expressions de la solution: 


— T 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 


soumis à des conditions inhomogènes de Dirichlet quelconque en уо, solution intégrale (schéma : 
zone en blanc). 


AT(u,v)=0 T(u,v) fini 
T(u,v) " = (и) ve |, +0] и e[-0,+| 


V=V, 
шє[—%, 


Dans ces conditions il n'y a plus la condition de régularité du gradient à l'origine des coordonnées, 
en revanche la condition de finitude de la solution à l'infini s'applique, il vient pour des conditions 
aux limites soit paires, soit impaires, les solutions : 


T,(uv)= [aa 7(a)EZ-Cos(a m) avec Zil - 2 [аи s(u)Cos(a nu) 


€ sSin(Au) avec f ()- 2 Í du f(u)Cos(2 и) 
e x: c d 


T(u,v)= [dA 70) 
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Et pour une fonction limite quelconque : 
Dach | аа. (a)Cos(a u)+ 7 ()sin( п) 
F(a)=2 [аи у,идсәқа н) — f (u) = ЧӘ 1C) 


ауес 


7@)= 2 [ан f()Sin(2 и) ==. 


Prenons pour exemple une fonction limite paire en palier, il vient la solution suivante : 


T, u e [- u+] > IP. Du DT o. 
= = A) = — | du Cos(A и) = —° Sin(A 
f, (u) | ë É Kb J] Jt ) | H os( и) A in( Lo) 


Cos(A u) 


2T, Р, Sin(A u,) e^" 
= T(uv) = 29 (аА 9 
(GS CM ает 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 
soumis à des conditions inhomogénes de Dirichlet quelconque en џ=џи› et u=-u, solution 
intégrale (schéma : zone en noire). 


AT(u,v)=0 T(u,v) fini 
Тп), = (у) Ту) 


ve [0,+œ] LE u +u | 


Gd = f. (v) 


Si dans un premier temps on considëre les deux fonctions limites comme égale FAI AG) et 
supposons que cette fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de Fourier : 


fie» [ал ў(дусоз(Ап)= 70) = 2 [av fw)Cos(av): Et que lon puisse de maniëre 
0 л 0 


équivalente représenter la solution avec son spectre de Fourier еп v, alors еп tenant compte de 
toutes les valeurs propres possibles venant des propres coordonnées paraboliques, on peut écrire 
la solution sous la forme d'un développement en intégrale de Fourier, comme suit, en respectant 


les conditions de régularité du gradient ` 7(u,v)= faa T (v)Cosh(A u)Cos(Av) 
0 


La respect de la condition aux limites en = donne : 


i E Tay fus 409 _ 
ram, = f() TQ) E 5 ТО) = Sea? 


Et la solution du probléme sous forme intégrale est de la forme : 


т) = [dA Sa Lostau) 


SEET avec Ja- [av déet 
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Passons à une fonction limite antisymétrique : E ege f (У), dans се cas Іа solution а Іа forme 
Sinh(Au) 


suivante: T(u,v)= [dA FA) 
| Sinh(Au,) 


Sin(Av ) avec 70-2 [av f.G2)Sin(A v) 
л 0 


Si maintenant les deux fonctions limites sont quelconques, alors en décomposant ses parties paire 
et impaire et par principe de superposition, la solution est la suivante : 


T (uv). = T(u,v)yvdo.«] = Zil: (у) T (1, V) velo,+e] = — T(u,v)|vdo.«] — Av)- t) 
He H—t He 2 H=-H,Q H—t Ho 2 
Ton Z Cosh(Au) 2 ns Sinh(Au) a, 
T = | dA TM Cos(A dà f;(A)= => Sin(A 
Deh À 


7,0) =2 Í du f, (v)Cos(Av) г) 10420) 
avec 0 


zu 2 А = 
Fay=2 fau Create) ` phy) 400—560 
0 
Prenons pour exemple deux fonctions limites symétriques en palier, il vient la solution suivante : 
Т, ve[0+v,] Sin(Av, ) Cosh(Au) 
0 vel[0,v,] 4 Cosh(Au,) 


2T р 
T (u,v ech les T (u,v lech zl = | = T(u,v)= 42 Í dA Cos(Av) 
H-— Ho H=+Hq л 7 
Cette solution est à rapprocher du développement en série, trouvé précédemment pour le même 


problème aux limites : 


То, (u,v)= ус d — e^" Cosh(A,v )|Cos(A,u) O, = Е H +U, k lov] 


ат, & (—1)' .. P H 
To (uv) = Sy CI sway e Costau) ` a Ea an, bb, +e] | 


Voici le graphe comparatif des deux expressions de la solution: 


1.0 
Š 
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Exemple : soit en coordonnées parabolique 2D le problème d'un demi-espace parabolique 
soumis à des conditions inhomogénes de Dirichlet quelconque en u=u et u=-u, solution 
intégrale (schéma : zone en blanc). 


AT(u,v)-0 T(u,v) fini 
тор Atv) Т(и,у sos = ftv) 


ve [0,+œ] ue Ё e, lo [+ H, +оо) 


Dans ces conditions il n'y а plus la condition de régularité du gradient à l'origine des coordonnées, 
en revanche la condition de finitude de la solution à l'infini s'applique, il vient pour des conditions 
aux limites soit symétriques, soit anti-symétriques, les solutions : 


+00 =: —Alul +00 
T(u,v) = [ал FO ау Соз(у) ауес fa) - 5 [ау fi(v)Cos(Av) 
А 


+оо Ss = ді " +00 
T(u,v) = [44 FO) Sin(A v) avec ZO) = [av f ()Sin(Av) 
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Et pour des conditions aux limites de forme quelconque : 


+œ - Mel e e 
T(u,v)= (dA Sa V (a)Cos(a v)+ F(a)Sin(av)) 


O= fau focosa) ` f (v) HIEN) 


avec 5 Md 


Prenons pour exemple deux fonctions limites symétriques en palier, il vient la solution suivante : 


TGV lech) = T (u,v) 


+00 ; -A|u| 
тее la v e [0,+v,] 2T, faa Sin(Av, ) e ^^ Cos(Àv) 
Hits A 


T = 0 
0 v æ [0, +v, | SE л 


А gh | 
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Problème aux limites à trois dimensions en coordonnées paraboliques cylindriques 


On va commencer par un problème à trois dimensions qui utilise le cas particulier n°5 de la 
séparation des variables, mettant en jeu des fonctions de Bessel comme fonctions propres. Nous 
allons voir que le jeu de fonctions propres n'est pas complet et qu'en réalité il faut lui ajouter les 
solutions des cas n°3 et n°4 pour former un système complet de fonctions propres 


Problème aux limites inhomogène en hauteur et homogène latérale sur le cylindre parabolique 


Soit en coordonnées parabolique 3D le problème de Dirichlet sur un domaine parabolique 
cylindrique de dimension finie et de configuration géométrique symétrique dans les coordonnées 


proprement paraboliques, et homogène à la surface latérale du cylindre. 
4 


Le problème aux limites s'écrit : 
1 O'T(u,v,z)  OT(u,v,z)\|, OT(u,v,z) 
2[,,2 2 2 + 2 k 2 =0 
C (u +v ) Ou Ov Oz 


о, кг = [— Los Lo |x [0,v, |х [0, zo] symétrique — Un = Vo 
[и = m ]x [0, vo |< [0. z, ]u 
Шш =- ]x[0,vo ]x 10. z;]o 
Frontière дО „= [— шош |x [0,v, ]х [z = ou 
[- ао 40 T0,v0 x [z = 2010 
[- 4 40 y = vo +10, z0] 


] = Tu, "S O parois latérales du cylindre 
zelo.z, Í 


T(u,v,z) = T (uv gg 
ze|[0.zo ze[0,z ën 
T(u,v,z)--9 =0 T(u,v,z) Gan = f(u,v) sections basse et haute 
ve|0,vo 


Halo uo] 
ve|0,vo ] 
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Les fonctions du cas n°5 sont des candidates pour construire le développement en série de la 
solutions : 
à 


2:22 2 
U (ui) = Au 5 WE J А sien (2 H 
V H 4 


4 
2:2 2,,2 
v v v 
моа en |Z Jess [S J 
v 4 4 


2, 2, 
Z(z)= C il ag ZE 5 d 


Pour assurer la régularité du gradient les produits sont pris de la manière suivante : 
2 27512; 2.2 

qu ау AT 24/02 qu qv 
vore [Ë (F) ce [EE (47 
La condition de régularité du gradient n'est pas assurée pour tous les autres produits, il faut donc 
les écarter des solutions. On peut donc proposer comme développement en série de base, ce qui 
suit, et qui respecte les conditions homogènes latérales et la condition homogène sur la section 
basse : 


2529 2.9 А 2.579 А 
и у q, H q, V^ | Sinh(q,z) q', v^ | Sinh(q', 2) 
TUR A, J B„4Y u? Nv EA J 
(u Vy z) = > fe De | 4 J | 4 ines. Y H _1 4 Sinh(q'h Zo) 


п=1 


2.2 ' ' 2 
avec q, tq [= = -J- (2 Е q', tq = Ko et Lo =Vg 
4 4 4 4 


4 
On remarque tout de suite qu'une telle série présente la symétrie de permutation des coordonnées, 
soit: T(u,v,z)=T(v,u,z): Pour qu'une telle série puissent également assurer la condition 


inhomogène sur la section haute, il faut également que cette condition aux limites présente la 
symétrie : f(u,v)= ftv, ui). Ce qui ne semble pas un problëme pour une fonction limite constante. 


Une autre propriété nous indique trës clairement que : 


2,2 2273 250, 252 
H V y | In H |j | % V 0 et Qa? Àv?J du H |; |9n VY | pour u-v-0 
due Ye A a Js. а Eae x 


Si la fonction limite ne s'annule pas à l'origine, il n'est pas possible de représenter cette fonction 
avec uniquement le premier produit, on utilise donc de facon générale les deux séries pour tenter 
de construire la solution du probléme, selon que la fonction limite est paire ou impaire. 
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Démontrons tout de méme rapidement la propriété d'orthogonalité des fonctions propres. Après 
une petite manipulation sur les équations différentielles séparées, on voit que les solutions sont 
orthogonales avec un poids u’, comme ceci précisément : 


4 M 
U, Qo) +47 


U, (ui) = 0 


=> Un" (u)U m (u) -U," (DUn (и) + | " 


4-9 £j 
MM CC U, DUn (ш) = 0 


q, u? 
U," G) 


Ho À 4 
Í da U, VODU „ Qr) -Un GOU Qr) + Kal, U, DU, w| =0 


—Ho 


U, (u) =0 


4 4 | Ho 
e |[u,'G0U, Q0 -U, G)U, GO], Kail [du p? U, DUn G0 = 0 
— Ho 


De plus, A Q0) U,, GU, (GE, =0 


2,2 Ho 2,,2 2. 2 
Im М | si nzm et Í duu°?]u?J É = y |е = J= si nám 
Ё 4 


H U; 34| 
1 1 
EU Yu? Yp*# an F ood A s 


I 
4 
Ho 5 2-52 2.7.2. Ho 5 252 27.2 
= | duu Ji ALP Jı Im P |0 si nem et | dulu I à E SEM Im H 20 si nem 
aU 4 Ja 4 ^3 Â 


— Un - Ho 


Ho 
= Í duu" 


Pour l'orthogonalité des fonctions en v, il vient : 
4 4 \vo 
[V.O Va) - V, GOV, Go]; + kal [av v^ V, У, 0) 20 
0 


De plus V, (VV, (v) -V„'W)V Del, = 0 
Valeur de V,'(v)V, (v) -V,,'(v)V, (и), 


Si v.) =v 6 M 3 (+ o(v:) PES 


"Tu 


GI 
ОЧЫ 8 


- 


Si vo) =r (984) Ka | (i-o(v*) Lux gar Ka Í д EN 


a 


' ' m ОЧ | 8 | | 8 | 
— V, lt œv? E G) ) 
Po "or 


Vo 2.7 2 2,,2 Vo 2,,2 2,2 
= [avv^J, d. Y Ji In |=0 si nem et [avv In Y Uu d» |-0 si nem 
A z; 4 3l 4 4 4 =|. 4 
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Comment calcule-t-on les normes de ces fonctions propres : 


Lo 3 q u? 2 Ho К q u? : 
Vo 2y? 2 Vo 2,2 À 
fav 1969) et [дул E 

0 4 4 0 EI 4 


En transformant quelque peu les intégrales on peut utiliser le résultat des normes d'aprës les 
résultat de la théorie de Sturm-Liouville : 


2 
Vo 


2 Vo 2 2 үү d 2 a DR 2 S 
Posons z = — > dz =vdv > fav SE = Í dz SUC a) =2 | UC 3) 
2 0 4 4 0 4 2 0 4 2 


2 2 

d n q, v? ЖЕ, а q,z v | d 
et =J (0) fini > [dv | Al || = | L J | 8 =| J (z) 

dz 1 o z 4 q, | dz 38 2 Дж 4 | dz 4 | aw 

E A 

“ "wi i vy v Í 
= јене | =V UE 0 ) 

0 4 4 4 4 4 

E 


2 2 


4 
zoe sya 
MN 4 dz 74 
2: 


vA 
z- dnVo 
2 


Div 

m 2 зүү 2 үү 2 NV 2 
— Í dun 16 H J d z? BS d „|= d + RE d Ë : J 

E a 4 qa (dz 3\ 2 nu 4z q, x 
fh NT PED C ATUS, EE. 3 "VO 
E H 4 J Е “| SC | E ) = Ё 
— Ho 4 4 - Ho 4 

2 2 2 

rn 3 q * u? u, J q AE fa | Ü Pi q и? a J q "ш 

du|u[ | J, | = = К u|u | = = SE 
| xK 4 D 4 o We 4 Ww 4 


N N "i 
— 
a 
E 
E 
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Ou alors en utilisant les formules connues des intégrales indéfinies et de la récurrence : 


жү A ^z 22 
[а z Je q, Se J, q, JM q, J.a q, 
2 2 2 2 2 
q, 2 : 2. q,z q,z 
=> Í dz z ZE J = ТЄ ДЕ | 
21 3 EE 
Zu 2 Zu 2 2; 2 z 2; 2 
s'annuleenz=0 et J, In o |= J; 4„ Yo => Í dz z Ji Я, =| >| J; 922 
n 4 2 4 жү. 2 2 at. 2 
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Hélas on ne peut développer en série la solution à partir de ces fonctions propres car le système 
n'est pas complet à deux dimensions. Pour s'en rendre compte commençons par une fonction 
constante paire f{u,v)=To, comme suit : 


2 Yo 2.2, 
Uu d H У ni v 
Van А, -n | du j? J [ee Joe ` E 
zi 4и? а Vv? д 4 
Ho 2, 2 
в, =, | во [бш ЭС Ce Ja on f du pe dor, [22 Jis vens (22 À = 
4 


—Ho 


16 < B q Zu? q 202 Sinh(q,z) 
Т(у, 2) = => Y lul v " J |> B E " 
H ) FRE > m z m | _1 4 х 


4 Sinh(g,20) 


SE 2,2 
avec q, tq Ja — =J | In Yo 0 e Ho = Vo 
4 


Et par une fonction limite impaire f(u,v)-To si u »0 et-To si <0 , comme suit : 


Ho 2 2 Wo 2.32 Ho v? 
P = T, Í du p? = cz UO Е )- 2n, un u Jus, [22 "laien cs 3 
{г з {л 


— Ho 0 4 


Sinh(q„zo) 


16 x5 гт A q ? u? q 22 Sinh(q,z) 
T( EM = A =H Jv n J n J n n 
S u M > La 25-0, 2.2 | : 4 


$ . 3 2,2 
avec q, 14 ДЕ 0 LA 9 Е et цу =Vo 
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II nous faut également calculer des intégrales de la forme : 


2 


1 

2 2; 4 

4 4z | 

Posons z=% = vdv У = á GE 


q, q, 
5 An Vo? H 5 An vo à 
Vo 2 4 4 > 4 3 Zo 
fav vas [a Je: | (5) л0)= 25 | ezne) Or fez seh sek 
0 4 4 о n n 4 q,2 © 4 0 


2 3 3 s 3 3 
= [а tel) = Lim z*J_,(z)-(z.)4J_s(z.) et Limz*J ,(z)= >= 
0 4 4 4 4 4 


0 


3 
20 3 24 


Comme [а 2*7,(2)= 
0 4 (1) 
4 
2r +1 ep Vs q, Vo qu Vo 
et J,(z)= E JL a(z)- als et |) о E |+ 4 : gd 


H 3 3 
v, 2 2 A 2 2 2 \4 2 2 
9 24 22 4 
=> [dv v?JvJ,| 2 Y | +| ® Yo SE Yo 
A 4 L 1 2 4 
j j au 


và 


5 3 3 
3 "a 22 22 24 2,,2N4 EN 
– (2,)*7 „(2,)= [4v vr (t É ; É Yo J J Ja 
A 0 4 2 


2 
5 dm 


A 2 2 SCT z 
fav v vJ |=: | SE Í dz zm) Or [а z™ J (z)= Ë MO 
q, 0 4 0 


20 E: 3 0 â Vo q E 2(v )2 q 2, 2 
Comme Í dz [ne =(z.)+J,(z,)= Ice E )- o ^ n Vo J 
0 4 4 4 0 4 


К gi =a 4 
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La première série pour une fonction limite paire constante donne : 


J q, u^ n q, v? 
вату es C 4 /-\ 4 Sinh(q,z) 
T(u,V,2) = 5 5 SC SC SC 
Lu, HUE xs (4 YJ 9„ Ho J Я, Vo Sinh(q,z,) 
n,2 i 4 3 4 


2 2 2 2 
avec q, tq Jacket, et ц zz Va 


A 4 


possède un profil comme suit en z=zo pour des valeurs de и et v positives 


2.0 
1.5 
1.0 
пп п.® 


рр р 


un profil qui semble linéaire en u et v. 
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La deuxième série pour une fonction limite impaire donne, avec le calcul des intégrales : 
167 x A, „ u? „ v? | Sinh(q„z 
Тоу) == > ЫМУ 2 2 "E T dk 4 Jsi SE 
Ho Vo na J qn Ho , ew 4 In, Zo 
5 5 
4 A 4 


4,22 4,2002 
ауес q, 14 Ji w =J; = =0 et ду =Vo 


4 4 


7 3 3 3 3 
4 = 22 | 22 [quo |, | аана? || 2? Ee e [an Vo" 
" 7 iu 5| 4 1, 2 55 4 
dn | T 4 I = 4 
4 4 


AI 


possède un profil comme suit en z=zo pour des valeurs de и et v positives : 
2.0 
1.5 À 


Il est clair que les deux profils des développements ne correspond pas à la fonction originale que 
l'une des deux séries est censée représenter soit une valeur constante. La raison en est donc bien 


que le systéme de fonctions propres bien qu'orthogonale n'est pas complet pour la représentation 
des fonctions à deux variables. 
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Si l'on avait eu un développement à deux indices suivant soit la première forme de série (fonction 
limite paire constante) : 


2.2 2 2 
В | d J 65 ` E J 
4. lu V +2 +x x TEE 
P ех 


5 5 2 2 2.2 
(ш, )2 (v, ) пу 1л, =Ï anta, "7 Ho ДЕ Vo J 
H = 4 Se A 


2 2 2 2 
In, H a V 
avec qnan, tq d u o E (= 0 E et ону, 


Т(и,у,2,)=1= 


п 4 


3 3 3 3 
| 22 [4m r.a 2 ү Vë 
22 2 Fe u 0 J, ^ 0 2 + 4 n, 0 2; an, 0 
Sei 2 A 4 H ТЇ 2 A 4 
4 4 
167, Jul Ae Ae OM 


Ho Vo na =1n,=1 q, ^u? 2,2 
EE 
4 4 al. 4 
x 
2 2 2 


2 Z 2 2 
In, H =. V 
avec 4„›4„ tq | | fete) et HU, = Vo 


T(u,V,2z5) =1 


4 


Les deux développement reproduisent bien la fonction unité, mais hélas de tels développements ne 
respectent plus l'équation de Laplace ! En revanche sur tout l'espace des fonctions engendrée par 
les combinaisons linéaires de la forme : 


+оо 2:2 2,2 2:2 2.2 
9n,2 H 9n,2 V : Ind H Ina V : 
T(u,v,z) = ууу > {al | Jal Se нна) i B,J | | 7 pal | КОО 
n-l 4 4 


4 


4 24 2 q 2.2 "NOT 2 q 2,, 2 
avec qQnisYn2 t4 Ј | ni [J 1 nl 0 |O et J, n2 LO | J, ni © |_0 et Lo = Vo 
: i E 4 2 4 E 4 4 4 


Alors on trouverais bien une solution de l'équation de Laplace. 


Revenons par exemple à la premiére série obtenue, pour tenter de trouver la fonction originale 
dont elle est le développement, par exemple en prenant la valeur en 2=2, et u-0 : 


У | | |“ 
1 лыр 
2 2 1 
Ia 2542 167, DA < SE 
4 F 


Zu 2 
Кие 3 2. элү Ë 4 І J L. 
F 5 n= 
(2): Vo r(2) | ZU q, Vo | Е 
4 


4 
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Il semble que le profil de cette fonction soit linéaire comme suit, (on a pris les 250 premiers termes 
de la série) : 


1.0 1.5 20 
Même si l'on échoue à construire un système complet de fonctions propres aptes à représenter 
sous forme de développement en série toutes fonctions bornées des variables u et v, on a trouvé un 
système complet de fonctions orthogonales unidimensionnelles. On rappelle que le développement 
de la fonction unité est le suivant : 


Wzaal 4 


avec 


d, 


tq J, 
4 


| 


2 
In Xo 


` 


4 
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Voyons par exemple la représentation d'un fonction linéaire en v S(v)=v construite soit de 
manière paire ou impaire Les deux développements en série sont les suivants : 


Développement n°1 
5.4 o Ze 2 
20 J; n 7*0 
4 


SIS Xo 2 үү 
= x q, V ? =| 3 
Ф „(x)=-_ =J => |D „ Lach =| dx x?`| J 
они) = 
2 Xo 2.2 
9 Е et ТАСИ 
0 4 


+00 A 2.2 
Ey be avec q, tq J, 
4 4 


п 
1 


"lr Zar H 


n-l 
Développement n°2 
q x 2 q 2 x 4 q 252 2 2 
». 9-4 .[ |>, fat Ja d - _ ° A E J 
2 
flv) = ` л T dds [= ` avec q, tq J = m -)- O et В, = [as / б) А, [= = 
D = 
Dans ce cas, il convient donc de calculer les termes des développements 
4 < An x qn x? qn x Я T 2 x dn 
f(x) = 3 2 Jı avec q, t4 Jı =0 A, = [ax x? о) 7, 
Xo ЖЩ | KE ) x| zU 4 => ow M «^ 
„| dn Xo 
H 4 
4 +œ A q 2,2 q 2% 2 Xo q x? 
ni je 4 p < Э. NEN 1 7 avec q, tq 1 um -0 B, = je x? fx) fi 1 
Xo oi 74 4 4 4 4 4 
n In Xo 0 
| 4 J 


2.2 4 
Posons z= Z dz = 4" D x- 2 Ух | si (x)= x— "it ) 5 
dn dn an 
A q 202 5 а„?х? 
х 2,2 Di v4 3 2.4 3 
=> 4, [rre |= a Í dz z^f(zyi)- — Í dz z3J | (z) 
0 4 q,2 0 4 q,2 0 4 
5 20 
Оғ je gy e Ë HII seil GË: = је Ei (z)- E e = zo4J s (zo) 
4 4 0 4 
7 z 5 
a ed p 22 KS É х, Lë das J 
N cw z\ 4 d; a 4 


Comme 20 = 4 
In 
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Et pour la deuxième intégrale pour une fonction linéaire en x, paire par morceaux : 
2-22 


4 4z 4 
Posons 2= 4:2 => dz =q„xdx х= = га d > f( 


Xo 2,2 5 
= В, = fax x? f (xH xJ 1 2 = 
0 4 


5 
5 ES Zo 5 
EA 24 1 
Or Limz^J s;(z)- 
20 — 


5 
i 3 ez | (z) — a s (zo) 


e 
q,2 | 247 3 
4 


Ce qui donne les deux représentations de la fonction linéaire : 


q, x? 
x |x| € xo Ө: (x sS af ‘4 J 
f()- — : 


2.2 
qd, Xo 
> avec q, tq Ј| | ———— |= 0 
0 [x] > Xo R dal E 9 | 4 J 


4 


4 o Zei "REPE 
Р) J | = avec q, tq J ||-"—%—|=0 
п=1 2. 2 4 4 4 4 
2; In Xo 
4 


On va maintenant compléter le jeu de fonctions propres pour résoudre le problème aux limites 
inhomogène en z. 
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Problèmes homogène de Dirichlet ou de Neumann, inhomogéne en hauteur z 


=0 DEN = [0:70 |+ [0,76 |< [0. zo] symétrique => Цо = Vo = По 


1 d T(u,v,z) | °T(u,v,2)|, д°Т(ш,у,т) 
c?(u? +v2) du? ду? | д>? 
[и = no]x [0, vo |х [0, zo ]\ [u = -no ]x [0,770 ]x [0, zo ]U 
Frontière дО „= [- 170.170 |х [0. vo ]x [2 == 0]u [тото ]x [0,770 1x [z = zaļo 
[70:70 ]x[v = то ]х10,20] 


Dirichlet dee or = T(u,v,z SE) = dek ec H ke 0 
Zelt, zo 260,20 ze 0,2] 
ADEM OT(u,v,z) Е ƏT(u,v,z) Е ƏT(u,v,z) Е parois latérales du cylindre 
= = v= 
и ор DA 
revisada, SS ГАГА?! т»), "i 72, (u,v) sections basse et haute 
vel0,70 vel0,70 


Dans cet exemple les fonctions de Bessel étudiées du cas n°5 ne sont pas les seules solutions, elles 
sont même en réalité un cas particulier de valeur propre du cas général constitué par les cas n°3 et 
n°4. En effet pour le problème qui nous occupe, nous avons établit la réalité des fonctions 
suivantes : 


по) тзт) Am EEE) 
Аб), еа) d Ziel 
sem -irii Zb 

п) те) wii) 
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Il est claire qu'elles sont de la forme exigée comme solutions des cas n°3 et n°4, et également 
compatibles avec la régularité du gradient à l'origine des coordonnées sous la forme suivante : 


M, ,(u)N, , (v)= W, ei, diyu) vl- Än idiyv 


M. (N, eme Jr [inim 


Mss.) (ei ra We (imd 


м.д) нео nini 


2()= соң а: о. zi d | 


Nous avons également montré дие ce systëme de fonctions donne lorsque la valeur propre t tend 
vers zéro, les solutions décrites précédemment du cas n°5 compatibles avec la régularité du 
gradient sous la forme : 


Se TEE) 
EE 


A 


Z(z)= С unies = 2c зиң{ ZE) 


Système d'équations transcendantales pour le problème de Dirichlet 


Dans le cas d'un probléme parfaitement symétrique nous écrirons 10=v0=n0, et les conditions aux 
limites homogénes sur la surface latérale impose l'annulation des fonctions en u=n0 et v=n0, soit 
un systéme d'équations transcendantales dans le cas d'un probléme de Dirichlet comme suit : 


(1) м-т) et w -triidi |= 
ou 


(2) ZEE et ЛЕЕ 


Cela conduit probablement à ипе liste de couples de valeur propres (т,ү) solution de l'un ои l'autre 
des système d'équations transcendantales. A priori les systèmes d'équations transcendantales (1) 
et (2) conduisent à des jeux de valeurs propres (vy) différents. Les deux systèmes d'équations 
transcendantales sont en correspondance avec l'équation transcendantale des zéros précédents 
des fonctions de Bessel, à savoir : 


1 1 2,2 

(1) W, ——+їт, Viy et W, - — iti iygg 20270 Jı Yo [2g 
2 2 =J 74 

ou 


1 1 d. 2 
(2) SËCH et vlnr c0 roro Jk 
4 
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Le premier jeu de solutions du système (1) est représenté sur le graphe de contour suivant par les 
croisement des iso-lignes représentant chacune des équations transcendantales : 


1) W. hrs =0 et W. hip -0 
e 2 0 e 2 0 


20 


eg s V EE ee 
Ee Eer 
: 
= 


у: 


л 
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Sur l'axe des ordonnées on retrouve les valeurs propres limites du cas т=0: 


2... 2 
J А У По — 0 
= 4 


Pour chaque couple de valeurs propres, il y a deux produits de fonctions propres correspondantes : 


М.у (u)N. (v) = vi. d tit, Лу ah). n + iz,i iy 7 
м.д, тни) том) 
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Le deuxième jeu de solutions du système (2) est représenté sur le graphe de contour suivant par les 
croisement des iso-lignes représentant chacune des équations transcendantales : 


(2) п-т) =0 еї т-а) =0 


123.47 


Kr fas ара GE 


Lef Det за Sp 
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Sur l'axe des ordonnées on retrouve les valeurs propres limites du cas т=0: 


2 2 
Ji У "lo E 
1 4 


ppp 


Pour chaque couple de valeurs propres, il y a deux produits de fonctions propres correspondantes : 


M, (u)N,, (v)= nf druide) 
M, ,(u)N, hel ДЕСЕДЕ 


(1.7) > 


Remarque importante sur l'indexation des valeurs propres 

En ce qui concerne les solutions des deux système d'équations transcendantales : 
(1.1) т-ти) =0 (2.1) ЛЕ =0 
(1.2) r(- ir im =0 (22) ДЕ =0 


Etant donné дие la limite т->0 donne naturellement ипе système ordonné croissant de valeurs 
propres y. Cela donne une indication de l'indexation naturelle du couple de valeur propre (тү). 
Dans le graphe les isolignes en orange définissent l'équation transcendantale (2.1) ou (2.2) avec un 


indice entier croissant partant par convention de 0 correspondant aux valeurs croissantes de y sur 


cette même isoligne . A partir de ce premier indice chaque croisement avec l'isoligne en bleu donne 


le second indice entier croissant. Pour établir une approximation de la solution on restreint 


uniquement le premier indice de l'indexation à un nombre donné et jamais le deuxième. Nous 
avons mis au point avec Mathematica une procédure automatique de recherche des croisements 
dans ce type de graphes de contour d'isolignes solution du système d'équations transcendantales, 
de manière à ce que cette ordre indexation soit établi automatiquement afin de choisir la 
« bonne » approximation voulue. 
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Système d'équations transcendantales dans le problème de Neumann 


Dans le cas d'un probléme parfaitement symétrique nous écrirons 10=v0=n0, et les conditions aux 
limites homogènes sur la surface latérale impose l'annulation des dérivées première des fonctions 
en u=n0 et v=n0, soit un système d'équations transcendantales dans le cas d'un probléme de 
Dirichlet comme suit : 


1 1 Zi» 12 
(1) rem] et EE J K 
ou 


1 1 4. 2 
(2) АЕ et ZEIT AE = É 
4 


Écrivons les dérivées premières des fonctions de Weber paraboliques et des fonctions de Bessel (on 
se place pour une valeur de u positive), il vient : 


SE Zei —+iT, dim) = Ji d bah (hui din] 


2 
epa -liinfim =7 Hia у, кїтїш |+, Lie ifiqu 
du 2 2 2 2 
d 7 y? p? m. : y? p? ujuy? , (v "n x La y? n? ` yu 
Hdi 1 5 2 2 Ji 5 
du na Ju zl 4 2 7 à wy A 4 7 4 


=G [r]. s Jr 


терн) = sip] L ДЕ: rir, dim) - E ejr, АЗ) 


u 2 

d Lis =r (idim Io p.t 1 к 
—W, = +іт, уш - iiy W, ici iyu -| = +іт W, —+ir iViyu 
du 2 2 2 2 2 


4 de уи? \ aduy? E 
е STE A 
H 4 4 


Cela donne donc les deux systèmes d'équations transcendantales pour les combinaisons paires et 
impaires de fonctions propres : 


д 1 Se 2 2 
y Zon W, tit, immo |+ Lain, Viyn | |=0 Jı 7 70 аи Js T 
2 2 Jo zl 4 2 4 

(1) impair bt SSES? 2 2: 2 

y w qun ——+it, idiyno +W, 2400, idiyno =0 = Jon ШЕ J 3 Y o |o 
2 2 2 civ 4 
жа Ут )- E en yr, E À e 

(2) pair D T0 САША Ј С n É 


3 
2 o 
ii ds ДЕ —+їт, Wim- rfi )]-0 4 
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Le premier jeu de solutions du système (1) est représenté sur le graphe de contour suivant par les 
croisement des iso-lignes représentant chacune des équations transcendantales : 


2 2 


RUE) =0 


j 1 1 
| vi EI 


| 
M, 
| 
A 
| 
| 
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Sur l'axe des ordonnées on retrouve les valeurs propres limites du cas т=0: 


Ï j via | M my , уто | то MY y уто Zë 
1 5 3 = 
me 4 4 2 ow 2 “| 4 


Pour chaque couple de valeurs propres, il y a deux produits de fonctions propres correspondantes : 


м. (ид, = уна) 
м. (и), ии роот) 


(1.7) > 


Le deuxième jeu de solutions du système (2) est représenté sur le graphe de contour suivant par les 
croisement des iso-lignes représentant chacune des équations transcendantales : 


EEN = 0 


Е w [=Z +ic,idimo H Sch, (g+ is ) xi 
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Sur l'axe des ordonnées on retrouve les valeurs propres limites du cas т=0: 


2 GE 
Novo Y J; У To =0 
2 I 4 


w 


Pour chaque couple de valeurs propres, il y a deux produits de fonctions propres correspondantes : 


M. (u)N,., (v) z dÉ ; tit, Viy al: n + GH 
мид, т ни) (in di] 


ARE 


VV] 


(1.7) > 


Remarque importante sur l'indexation des valeurs propres 


En ce qui concerne les solutions des deux système d'équations transcendantales : 


(1.1) E d el EEN 


seggt 


(2.1) deal EE) = 0 


2 
(1.2) (dim) oi (oim - 0 


(2.2) af tae Änn [1 зет) =0 


Etant donné que la limite t->0 donne naturellement une système ordonné croissant de valeurs 
propres y. Cela donne une indication de l'indexation naturelle du couple de valeur propre (тү). 
Dans le graphe les isolignes en orange définissent l'équation transcendantale (2.1) ou (2.2) avec un 
indice entier croissant partant par convention de 0 correspondant aux valeurs croissantes de y sur 
cette méme isoligne . A partir de ce premier indice chaque croisement avec l'isoligne en bleu donne 
le second indice entier croissant. Pour établir une approximation de la solution on restreint 
uniquement le premier indice de l'indexation à un nombre donné et jamais le deuxiéme. Nous 
avons mis au point avec Mathematica une procédure automatique de recherche des croisements 
dans ce type de graphes de contour d'isolignes solution du systéme d'équations transcendantales, 
de maniére à ce que cette ordre indexation soit établi automatiquement afin de choisir la 
« bonne » approximation voulue. 
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Relation d'orthogonalité à 2 dimensions, produit scalaire et calcul des normes des fonctions 
propres 


Une relation d'orthogonalité peut être établi dans un cadre plus général de probléme aux limites 
sur un cylindre parabolique symétrique avec des conditions homogénes latérales de type Robin. Le 
résultat sera alors appliqué aux problémes particuliers de Dirichlet et Neumann : 
1 oi | Ec _ Ə2T(u,v,2) 
cl? +v2) ди? | ду? | az? 
[и = no ]«[0.vo 1x [0. zo Jo [u = по ]х [0,150,200 
Frontière 0Q,, = [тото] [0. vo ]> [z < 0] [=770.770 1х0, то |> [z = sech? 
[топо xl = 70x10, z0] 


= 0 Qz = [7.76] [0,76 |> [0. zo] 


T OT(u,v,z) | OT(u,v,z) | 
Dirichlet = œ „q —————— + B Tlu, vz) _ = a + B Z (u,v.z) =, = 
"êu _ tr “а _ v ju) 
SECH т parois latérales du cylindre 
a, auv.) + вли), Я =0 
ду vin по] 
гє 0,20] 
Т2, n= fo(u,v) ту»), = fa (u,v) sections basse et haute 
vel0,70 vel0,70 


Quelque soit le choix de valeurs propres, il s'avère que les fonctions propres n'ont pas la propriété 
usuelle d'orthogonalité pour des couples de valeurs propres distinctes : 


M"(u) [^s PE. hud wear hie EE EE 


ou bien 
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Pour une même valeur de т, il n'existe pas de multiples valeurs de y pour lesquelles les équations 
transcendantales soient vérifiées simultanément. Dans ces conditions il est vain de rechercher une 
relation d'orthogonalité unidimensionnelle pour chacune des fonctions propres dans leur variables 
respectives. On recherche donc une relation d'orthogonalité bidimensionnelle qu'il est facile 
d'obtenir à partir de l'équation de Laplace non encore séparée en u et v : 


e^T(u,v,z) | ô*T(u,v,z) 
ôu?  ôv? 


O°T(u,v,z) S 
oz? 


(uev?) 


Tel: MUNIE) ec zr) Tz) NE wie NO {шг irj м(ш)му)=о 
Soit Уу\,у» deux valeurs propres distinctes = {M M (u), N (v } {M,(u).N,(v) 


vete] s (80D. aq D. мад) «o 


ди? ду 


= i S id -0 

e [17-2 haste 
| deja [м oe. | du 2 (m T] ONCE 
[MTA Inc De même Í «мди äi (ns) D) =o 
Comme nen | au [ara TO NO A (v) =0 
| meinst axes [ aot ptu [meteo 


Le produit scalaire de deux fonctions et en particulier deux fonctions propres s'exprime comme 
suit : 


(Mi(u)N (v). M x(u)Ns(v) )- | due M (u) M „(u еме v)Ns(v e ам, (u)M (и IO N(v ОА ) 


=No =No 
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C'est la relation d'orthogonalité recherchée qui est parfaitement symétrique en u et v. Dès lors que 
l'on obtient un couple de valeurs propres, il convient de construire les solutions en tenant compte 
de cette relation d'orthogonalité, et en calculant la norme bidimensionnelle associée : 


Т(и,у,ф)= "eich н.а ZÉ 22 aa ZÉ ^z a) 


Les couples de fonctions propres associés à un seul couple de valeur propres ont alors la même 
norme, comme suit : 


пи) m[- Zen div u) Zu йуу] 
EE ET fe dire) 


(1.7) > 


270 


cy [- Qm и) Jain: ; jer E 
Jae etes Torte 
PAU) Jain ЕС У) E 
Pen ie) [ar H [3 іт, del 
+ir, Jiru), (trie) 
iz, Mi u r (dir) 


= enter) = | 


feyu, v) = Wie 


No 


MICE EU 

KE dun [1+ deel bech (oet 
PACE u) јен) E 
Joy pore] 


= tv) F | Aal 


wata mL Leica) 
No No 
M a em (inue iii) (Мө ON = [ duf vet eds Go ey 
— WI 0 
1 СР e 1 = z По no n No 
M, ,(u)N, (v) = W, ЕТО = Lucht, (a) avt. Af + fanla, (P [аз (s 
ы 0 — 0 
M. ,[u)N, (v) =W, d ir, iir w) „[-т+ъ H i i 
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Relation d'orthogonalité entre fonctions propres de type Bessel et fonctions propres de type Weber 
Cylindrique 


La relation d'orthogonalité bidimensionnelle est également acquise entre ces deux types de 
fonctions solutions d'un méme probléme aux limites par le méme calcul que précédemment. 1! 
vient par exemple pour un problème de Dirichlet ou Neumann avec les fonctions propres impaires : 


1 1 
М, (и), , (v) W, Ku Vin и) ДЕСЕ 


Ar RAP T] 


> Í gen ДЕСЕ "Зу" |Z H Hack 


=o 0 


"lo 2,2 in 2,2 
famem -isinir QUAE E СЕЕ ш } 
EE 2 z 4 I 2 3i. 4 
2 ig 1 2,,2 
E ДЕ | 
0 4 


По 
+ Jeu, [- 1m Vin и Nei É 
0 4 


Relation d'orthogonalité entre fonctions propres de type Weber Parabolique ои _Bessel et la 
fonction propre de valeurs propres (0,0), probléme de Neumann 


Dans le probléme de Neumann, la fonction propre de valeurs propres (0,0) est également solution. 
Il s'agit de la fonction triviale constante, soit 1 par définition. Toujours par le méme calcul 
l'orthogonalité de cette fonction avec les autres fonctions propres est assurée. Dans ce cas on peut 
également vérifié numériquement que les intégrales s'annule avec les fonctions de type Bessel : 


l . ; L... SE M mo 
M N = У, ——+їт|, W,| ——+1їт\, 
за) d SCH din u) | SC? um | a f avu vin in (o imn J-o 
M;(u)=N,(v)=1 =No 0 
Pour les fonctions de type Bessel, il vient : 


2 


ABRE RAT) o siet: o [ey 


M, (u )= N,(v kat 


Mo 170 2,2 272 

| au | avle? 7 Ë «(££ |1 É E 
= "Un 0 TAM. + t 

no По 


IPIE AUTRE ДЕ: | -0 
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On peut calculer explicitement ces intégrales et obtenir l'annulation immédiate, comme suit pour 
les fonctions impaires : 
2.2 По 2 2 ү 2: 2 
E -4 [dui JuJ 1 A [аул 1 P 
0 E AN: 4 


"lo 710 
Take +v aW 4 p y. i 
n 
no 
e Jo H = 2 јако, E Je Гал), G) =җ Ju (хо) зі 1+v > 0 


=No 


5 


170 

22 3 

= | VAT a Jr _ dÉ —7X94J5 (x)= 0 J3 (x, )= 0 <= équation transcendantale 
4 4 


7? 
Et pour les fonctions paires, si la fonction est constante donc paire l'intégrale sur u s'annule 
directement, et si la fonction est constante par morceau, construite comme impaires, il vient 
également l'annulation de l'intégrale, donc l'orthogonalité avec les fonctions propres constantes du 
probléme de Neumann : 


Јаја +v?) ил, | } Jr 1 2 
Jaa (Z dÉ СЕ 


По 
=? fau Jur [CE 
0 4 
2,2 Vlo 2: 
y H Joe 22 
0 4 


"Jan WJ, (2 


` 


no 
= afam Jan | 
0 4 


` 


no 2.2 "lo 3 2.2 22 Xo 3 
= Jer pnr eraat 
0 4 4 2 


Xo 
Or [ax x" Ju (x)= L хл, GE =-х "J, (xo) si 1-v>0 


Xo 3 
= [ax x^Ji (x) - —x "J 1 (xo)= 0«J, (x, )= 0 € équation transcendantale 
0 4 4 74 


m y? p? 
=> fami Jr | г E 
0 4 


La norme de la fonction triviale 1 de valeurs propres (0,0) se calcule par intégration comme suit : 


Un Un Un По По По 4 
A y FI du | avlu? H +у? )=2f du | avlu? +v?)=4| du? [av SE 
-mw 0 0 0 0 
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Orthogonalité et Normes bidimensionnelles des fonctions de type Bessel 


L'orthogonalité des fonctions de type Bessel s'écrit sous la forme : 


| | ! | п т m y? u? y. u? уу? y. v? 
(Mi Lola), hl, (&)Noy, (v)) = | du | avlu +v | а |1 = y ` Jal | = 
=No 0 A : š ў 


=No =No 4 0 4 
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4 4 


2 2 2 2 T UT 20:2 Y u? £ u? Y y) Y ү? 
[ks God, u, Gs C) [ta ape eer (1025 kirch [iot y (2222). 
4 4 4 


=No 0 


No y 25 y 22 По y 2,,2 y 2,,2 
SEN Z eres [avv 1e Pah 
-— 4 -— 4 -— 4 -— 4 
0 4 4 0 4 


4 


Nous avons déjà calculer une partie des intégrales permettant de calculer ces normes 
bidimensionnelles dans le cas du probléme de Dirichlet, il vient : 
2 2 
2 110 235 
J fal [7 E J 
0 qv. d 
По 


lue, ei. = Í du | av LU CU [B J = sf aue l e Il É 


— O 0 0 
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-no 0 0 
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п0 ^ y 2 2 y 2 2 ую 2,,2 2,2 "lo 2.72 2u? Wi 2,2 
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On sait que : 


Problème de Dirichlet 


Problème de Neumann 


«o (8 340] Te 


2 2 
2. х0 
4 y? = 
0 4 
De plus (voir Prudnikov vol2 1.8.3.1) 
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On peut donc calculer les normes dans les problèmes de Dirichlet et Neumann : 


emat det] ee). 
avc оно (7) [arlo 2) 


з 3] (5 3.7] ут 
Jul GNI SN ` ЕЗ Ба la 2 4j 16 
0,7 Moy WV) = 5 
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Probléme de Dirichlet 
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b oy 29 JS 


Problème de Neumann 


|м, ( u )N (v | = 


A 4 
SN 2 2 F3 bas Z 
ST? ` ES 4°4]'\2'4'4 16 
1 
E 


II ne reste donc plus qu'à trouver les valeurs propres, et notamment vérifier numériquement la 
relation d'orthogonalité, soit unidimensionnelle, soit bidimensionnelle, sur quelques valeurs 
propres. Le systéme formé des deux types de fonctions propres est normalement complet. Il suffit 
alors de prendre suffisamment de valeurs propres dans le développement en série pour approximer 
plus ou moins convenablement la solution. 
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Construction des solutions pour le problème aux limites homogène de Dirichlet sur les faces 
latérales et inhomogène en z 


Prenons un problème aux limites de Dirichlet, les fonctions propres ont la forme suivante, et donne 
une solution sous forme de série : 
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La solution est construite comme suit : 
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Imaginons des fonctions limites toutes deux égales à 1, il vient : 
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Pour le développement en série il faut calculer les intégrales suivantes, dont on a déjà établi 
certaines : 
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Voici le graphe de contour sur le plan médian x=0 sur toute la longueur axiale z, pour une hauteur 
z0-2, et n0=1 : 
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Voici le graphe de contour sur la section transversale du cylindre parabolique à la hauteur de 
20/10, soit z=0.2 et n0=1 : 


Et enfin le graphe de contour sur la section transversale du cylindre parabolique à mi-hauteur 
z=1 et n0=1: 
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Construction des solutions pour le problème aux limites homogène de Neumann sur les faces 
latérales et inhomogène en z 


Prenons un problème aux limites de Neumann, les fonctions propres ont la forme suivante, et 
donne une solution sous forme de série : 
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La solution est construite comme suit : 
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Il est clair que lorsque l'on prend une fonction limite constante alors tous les coefficients hormis AO 
et BO sont nuls (propriété d'orthogonalité avec la fonction constante de valeur propre (0,0). 
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Envisageons donc en dehors de cette solution triviale deux fonctions limites constante par palier de 
part et d'autres, comme suit : zit) (u,v)e[-m,m xf0,m] Pas | (и,у)є[-тз.ть]х[0,п›] 

0 (av)e[-m,mlx[0m] ` 0 (ш,у)ё[—пз.пз]х[0,т]›] 
Les deux fonctions limites étant paires, alors tous les coefficients des fonctions propres impaires 
s'annulent, et avec quelques calculs très similaires au cas de Dirichlet, il vient : 
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Voici le graphe de contour sur le plan médian x=0 sur toute la longueur axiale z, pour une hauteur 
z0=0.5, et n0=1, n2=5/6, n3-3/4 EE 


y—Y E em De Se 


Voici le graphe de contour sur la section transversale du cylindre parabolique à la hauteur de 
20/10, soit z=0.05 et п0=1, п2=5/6, п3=3/4: _ 


T T T T 


Et enfin le graphe de contour sur la section transversale du cylindre parabolique à mi-hauteur z0/2, 
soit z=0.25 et n0=1, n2=5/6, n3=3/4 : 


ттт т т тт nF 
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Problème aux limites inhomogène en z et homogène de Dirichlet ou de Neumann sur les parois 
latérales d'une section paraboliques-cylindriques 


La section parabolique est définie sur l'intervalle de valeur [u1,u2]x[v1,v2]. La surface est alors 
extrudée le long de l'axe z pour former un cylindre de hauteur z0. Nous allons voir que le problème 
aux limites conduit également à un système d'équations transcendantales ayant des solutions 
discrètes en couple de valeurs propres. Nous allons également décrire les fonctions propres 
permettant de construire la solution. 


Voici une section parabolique cylindrique symétrique dans laquelle u1= v1=1 et и2= v2=2 
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Le problème aux limites se présente sous la forme : 
1 O?T(u,v,z) O?T(u,v,z) O?T(u,v,z) 
+ + = 
eue +v? du? ду? oz? 
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Dirichlet T(u,v,z SÉ T(u,v,z "а 1” dee e E = dee ы] = 
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Neumann ди н=л ди A-n» ди v=m ди У=02 

veln na] ve ] GE ] ein ] 

F. Gel ze 0,20] ze 0,201 ze|0,zo 
Т(и,у, zl, a ГАГА?! Tax, SE, a d. (u,v) sections basse et haute 

ey c 


La géométrie de la section parabolique cylindrique en coupe transversale peut se représenter 
comme la zone hachurée sur le schéma suivant : 
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Nous avons établit comme propriétés principales des fonctions paraboliques cylindriques, la réalité 
des combinaisons suivantes. 


fern) D 1, Mile, As? 6 Hack, MI 
DEEN éi Hlp E Мр, NIS 
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Ces combinaisons s'annulent en x=x0. 


Dans ces conditions les fonctions suivantes U1 et U2 sont solutions du probléme aux limites de 
Dirichlet, et pour commencer elles s'annulent en u-n1 et v=n1 : 


Ay. usm)2D i "inb , kat Di Аеш, ты бут) 
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2 
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Il ne faut pas oublier que les solutions pour lesquelles la variable de séparation (valeur propre) t 
s'annule sont également à retenir, ce sont des fonctions de Bessel de la forme : 


yl? y n 2 y^? y n 2 
м,(и)= Ҹи n| 4 ү, CR "n 4 y. d 
4 4 4 4 
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Pour le problème de Neumann les combinaisons suivantes sont également réelles : 


ar ) OD , : (ips) др D Lis) 
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On a donc les fonctions suivantes : 
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Ces combinaisons s'annulent en dérivée première еп x=x0. Dans ces conditions les fonctions 
suivantes U1 et U2 sont solutions du problème aux limites de Neumann, et pour commencer leurs 
dérivées premières s'annulent en u=n1 et v=n1 : 
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Calculons la dérivée première de ces fonctions g1 et g2 : 
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Il y a également les solutions de valeur propre т nulle : 
y? x? y^, d y? x? 
Fete (Eee) | 
х= 
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En développant les dérivées premières on obtient les fonctions suivantes : 
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Système d'équations transcendantales pour le problème de Dirichlet 


Dans le cas d'un problème symétrique nous écrirons u1=v1=n1 et u2=v2=n2, et les conditions aux 
limites homogènes sur la surface latérale impose l'annulation des fonctions en u=n1 et v=n1 et 
u=n2 et v-n2, soit un système d'équations transcendantales dans le cas d'un probléme de Dirichlet 


fier ym. m)29 
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= 


Cela conduit probablement à une liste de couples de valeur propres (vy) solution du système 
d'équations transcendantales. Ce dernier est en correspondance avec l'équation transcendantale 
des zéros impliquant les fonctions de Bessel, à savoir : 


um Vim, bi, Wir )- а GE) p. Мт ) ni 2..2 2.. Z 2.. 2 2.5. 2 
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Le jeu de solutions du système d'équations transcendantales est représenté sur le graphe de 
contour suivant par les croisement des iso-lignes associées à chacune des équations 
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transcendantales : 
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Sur l'axe des ordonnées on retrouve les valeurs propres limites du cas т=0 : 
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Remarque importante sur l'indexation des valeurs propres 


En ce qui concerne les solutions du systéme d'équations transcendantales : 
(1) fir v xem -0 (2) fer. yxp =0 
y-n» у= 


Etant donné que la limite t->0 donne naturellement une système ordonné croissant de valeurs 
propres y. Cela donne une indication de l'indexation naturelle du couple de valeur propre (ту). 
Dans le graphe les isolignes en orange définissent l'équation transcendantale (2) avec un indice 
entier croissant partant par convention de 0 correspondant aux valeurs croissantes de y sur cette 
méme isoligne . A partir de ce premier indice chaque croisement avec l'isoligne en bleu donne le 
second indice entier croissant. Pour établir une approximation de la solution on restreint 
uniquement le premier indice de l'indexation à un nombre donné et jamais le deuxiéme. Nous 
avons mis au point avec Mathematica une procédure automatique de recherche des croisements 
dans ce type de graphes de contour d'isolignes solution du systéme d'équations transcendantales, 
de maniére à ce que cette ordre indexation soit établi automatiquement afin de choisir la 
« bonne » approximation voulue. 
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Système d'équations transcendantales pour le probléme de Neumann 


Dans le cas d'un probléme symétrique nous écrirons u1-v1-n1 et u2-v2-n2, et les conditions aux 
limites homogènes sur la surface latérale impose l'annulation des fonctions en u=n1 et v=n1 et 
u=n2 et v-n2, soit un système d'équations transcendantales dans le cas d'un probléme de 
Neumann. Cela conduit probablement à une liste de couples de valeur propres (т,ү) solution du 
systéme d'équations transcendantales. Ce dernier est en correspondance avec l'équation 
transcendantale des zéros impliquant les fonctions de Bessel, à savoir : 
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Le jeu de solutions du système d'équations transcendantales est représenté sur le graphe de 
contour suivant par les croisement des iso-lignes associées à chacune des équations 


transcendantales : 
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Sur l'axe des ordonnées on retrouve les valeurs propres limites du cas т=0 : 


ттъ»утт |, (rm) (ra), fm), [т | 
FES 3 3 3 3 
4 3 4 a | 4 EE 
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Pour chaque couple de valeurs propres, il y a deux produits de fonctions propres correspondantes : 


= U; (u,v)= (е, um kale, v.v. m) 
H U? (иу) = в»›(т.у. sme. v. v.m) 


Remarque importante sur l'indexation des valeurs propres 


En ce qui concerne les solutions du systéme d'équations transcendantales : 


E Q) 8? fy (ry, y, x) = 0 
х= OxOy х= 
у= y-n» 


(1) 8? fiy. y. x) 
OxOy 


Etant donné que la limite t->0 donne naturellement une système ordonné croissant de valeurs 


propres y. Cela donne une indication de l'indexation naturelle du couple de valeur propre (тү). 
Dans le graphe les isolignes en orange définissent l'équation transcendantale (2) avec un indice 


entier croissant partant par convention de 0 correspondant aux valeurs croissantes de y sur cette 
méme isoligne . A partir de ce premier indice chaque croisement avec l'isoligne en bleu donne le 
second indice entier croissant. Pour établir une approximation de la solution on restreint 
uniquement le premier indice de l'indexation à un nombre donné et jamais le deuxiéme. Nous 


avons mis au point avec Mathematica une procédure automatique de recherche des croisements 
dans ce type de graphes de contour d'isolignes solution du systéme d'équations transcendantales, 
de maniére à ce que cette ordre indexation soit établi automatiquement afin de choisir la 
« bonne » approximation voulue. 
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Relation d'orthogonalité à 2 dimensions, produit scalaire et calcul des normes des fonctions 
propres 


Une relation d'orthogonalité peut être établi de manière tout à fait similaire à ce qui a été 
démontré pour une cylindre parabolique complet, dans un cadre plus général de problème aux 
limites sur une section de cylindre parabolique symétrique avec des conditions homogènes 
latérales de type Robin. Le résultat est alors appliqué aux problèmes particuliers de Dirichlet et 
Neumann pour deux jeux de valeurs propres et de fonctions propres distincts : 


[aue М\(и)м (и К Why j+ [дими )м, (и fao M (v )N,(v)= 0 


m m m m 


Le produit scalaire de deux fonctions et en particulier deux fonctions propres s'exprime comme 
suit : 
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Les normes se calculent comme suit : 
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On souligne également qu'il y aura orthogonalité bidimensionnelle entre les deux fonctions propres 


associés à un même couple de valeur propres, par exemple pour les problèmes de Dirichlet et 
Neumann : 
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Plus précisément avec les fonctions propres des problèmes de Dirichlet, il vient : 
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Et pour les fonctions propres des problèmes de Dirichlet de type Bessel, il vient la norme, les 
produits scalaires entre fonctions du même types et de types différents : 
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Et avec les fonctions propres des problèmes de Neumann, il vient : 
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Et pour les fonctions propres des problèmes de Neumann de type Bessel, il vient la norme, les 
produits scalaires entre fonctions du même types et de types différents : 


REENEN 
газак НИКИ, 


|м, (о), (o) 2 а M, Lahn, (m, (UN, (v). M j, QN, (v) )=2| ам, (u)M ,, (a) avis v)N, (v) 


Th т т т 


(Ui, Gv) M, (н)м, (v)) = (UZ. (av) м, (и), (v)) = 


DÉI 72 
- ГООГО )M,, (a) | ever rv v, (\)+ [angi (ir um )M,, (a) | avv? riv m), (v) 
NI т т 


m 
=0 si (n,r)#(0,72) 
Les produits scalaires avec les fonctions constantes correspondant à un couple de valeurs propres 
identiquement nulles sont également nulle, et la norme se calcule comme suit : 


(м, Q0, (4) = 2 аим (и) av, (v)=0 


m2 VE nz 72 
(UL, (mva) = (02, Qv) = [ui Gr. y nm) | aves (vv m) | dei (s.y. Am dun go y v m) - 0 
m m mi т 


12 12 
2 
(2) = [P =2 fau f dv =fr? -m° Jos =m) 


m mi 
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Construction des solutions du problème de Dirichlet inhomogène en z pour la section parabolique 
cylindrique 


Prenons un problème aux limites de Dirichlet, les fonctions propres ont la forme suivante, et donne 
une solution sous forme de série : 


ñ(yam)=D Hal, (idiym)=D , BICHER (iym) T 
2 2 2 


z 34 d т,у (шу) = fer, am)f(r, ЖАЛ, 
fr mm)=D i (ушр, |) p. Mal, Wim) о? шу) = fier. y us m)A Gv v.m) 
2 2 2 2 
n n 
[aus (zy. um Mies sm) (ут) (ут) 
2 2 2 
UL, (s.v) = po. (u.v) - U, (uv) = M E. 
+ [аи (c y. um Ai (TY, us m |а? (ry v mor. y. v.m) 
m m 
n2 To ШР) n 
AL, = [au fave? +v2]%(a,v)U1, (u,v) A, = [au | ау? +v?) (иу), (u,v) 
m Th Th m 
n nm n nm 
B! = (du favi? ev?) у) (uv) B2, = [an f avlu? ev?) YU, (u.v) 
un Th m Th 


sto FIC 2 P CP APR) vm í EME) 


4 = 
и (и) м, (им, 6). иа] -2 ae, GO fév, GHP 


12 12 : 12 "2 
4, = [au f avle? +v? nolu vW, (u,v) В, = fau f avl? vir (u,v)W, (u,v) 
m m m 0 
p, Mme: (im) p Wim) ı Wim)=0 
=> 2 2 
Ca р (Ат |р, Malo, Wim Ja, kat 0 
2 2 2 2 


2.2 Va D 2..2 2: 2 
So = y! Ji Y M J | y 12 J | Y M Ji Y M — 0 
T a 23 A 


La solution est construite comme suit : 
2 2 
Y Url) ; — Fe 2). sure]. 
С i p| YZ 
YES, di (u.v) ZE 


T(u,v,z) = Ur Е) + ВІ, SE + 


1 


2 2 2(, z: 2 
б, (uv) sw Z | sotto e s la, SE 


(z.y)eS 
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Envisageons donc deux fonctions limites identiques : fü)" Sec GE d d 
i О (ду) imm xim. 


La solution prend alors Іа forme : 


о Men mo. in, in) ee rm 


fir sm)- D: Wim) | (Jiym)-D , Ми), Vim) |02, (иу) = (әт) (ут) 
2 2 2 


ir —-it іт 
2 


n 


2 2 S nm | nm | nm | 
Hof = Jo, GeV] se = [amet (AG...) [| avs sns m Faut ars sm Y [а (т) 
Th Th m” m 
n nm N2 nm 
dy cU wd ge [durt fv sm) | avro. v m) [aui y. i. m )[ av^ rv m) 
Th Th m m 


АЕ АЗЕ 2253 AA АЕ АЗЕ [ка| 


Wav) M, GN, (v). |w, = mers DF [arla (P 4 =B, = enr, Go av, 6) 


т n m m 
р, Mob, Wim) (Wirmo ı aka 
` 2 
i Gr)! D, (imp, Mm)-2, Hab, Malo 
2 2 2 2 


27..2 2: 2 2.2. 2-2 
0 |, [1 4 | 74 1 4 
4 à 4 4 
AU, (u, zt 2 
У Ue) | КЕ desu Ze | 
"SU, PRE 7 


> A. Ul (wv)+u?, es [ze - 2 | zi = ) 


CT: Ju, (uso Le | 


T(u,v,z)- 
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Voici le graphe de contour pour une section horizontale du cylindre parabolique, prise à la hauteur 
z0/10, pour z0=2, soit z=0.2, et une section définie entre les 4 paraboles soit u€[n1,n2] et v€ 
[n1,n2], avec n1=1 et n2 -2. En coordonnées cartésiennes le domaine est définie par les 


contraintes suivantes : 


2 2 
РТА е m „ 22 m уе |2,2 
2 2 

2 2 2 2 
x2 cta, Y et хет 

2 2em, 2 2em 

Paraboles e à à x 
—— 2 et аР АЕ 

2 Jens 2 2cm 


Cela donne : 
VEER 8 f. 5 5. ï . 5. RN HS Rp MESS | 


CEE Yt 


[n 
e 
Lo 
on 
r 


1.0 1.5 2.0 2.5 


Les oscillations dans la zone centrale ne sont pas réalistes, elles sont uniquement dû à la limitation 
du nombre de termes de fonctions propres pour approximer la solution, ici 70 termes. Par contre 
on voit bien que l'approximation reproduit bien des « isothermes » qui épouse les limites du 
domaine de la section parabolique cylindrique. 
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Voici le profil de la solution sur le plan x=0, soit lorsque : „ _ q = „ =y = > Е Е |2,2]: 
C 


On observe des oscillations aux limites pour lequel la fonction est supposée être égale à 1, mais 
dans l'ensemble la formule analytique se trouve plutôt confirmée. 


Voici le profil de la solution sur le plan y=cnina soit lorsque la coordonnée cartésienne x varie 


2 _ 2 2_ 2 
selon: y=cmn, et xe|-c 12 D Pur m 


л 


Les oscillations sont toujours dues qu manque d'approximation suffisante compte tenu du nombre 
de termes de la série pris en compte. 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboliques cylindriques - p 


Construction des solutions du problème de Neumann inhomogène en z pour la section parabolique 
cylindrique 


Prenons un problème aux limites de Neumann, les fonctions propres ont la forme suivante, et 
donne une solution sous forme de série : 


aan) à, o im} ai, М Val: D, ‚ Malo, Aal e, m) 


g2 (z, Y, LM ) = DE NR Woo (Лут, а VID, (iym, ). Eo Wl" Dii (iym, n VID, iym, | 
2 2 2 2 2 2 
Ui (шу) = gy т) (уут) Oil ex v. us m)er. y. v.m) 


M n Up ИР 
2 
U, (u.v) = [amc (e, (t.y, um}? EG ) + [аа (ат y | ауу (eG sm) 
m m m m 
n nm ИР 


„= [аиа (av, (av) 42, = (du | avle? +v av, (av) 


m m m m 


о (и) = |2, (аи = 


n mn M 
= [au fave? hn). (uv) B 2, = fau ave и? +v? folu U, (av) 


m m m m 


н) (EE) SEY ue mt C e Cre GSA GSE] 
Wav) =M, (a), (v). |w, läsche (a) [v Р A = fan f avau? Qa) 


m m m m 


T: T M m l "N 
4, = | du | avlu? +v haat.) в, = | du f avlu? +v? ya (a) (ev) Bo = f du fav? e? Ken) 


m m m m m m 


Ё та (/ iym )- d E (v iym IEN (А n ViDi iym, ) 
2 2 2 > 


+ 


2 


+ "o, ons) о, ть): E D i, m) dii, tm) 


S = (т,у)/ 


+ 


= Zo, AëekAn Se iy; ЈЕ PA р UN 1, Mim}-din, m) 


D Th Pc Мт )- Уру Му [2 2 кый m ^ dp. бт) 
2 2 i i 


2 


2.2 E yl 2 yl 2 
Sy -dy/ yMJ 4 y M J, y M J, 12 J, n =0 
x 4 a 4 4 4 = 4 


= 
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La solution est construite comme suit : 


2 2 
ZE (zo 2 ES 
U, (u,v) A | В 2 L 
ER | 2 ere 2 i 
reso |U, (uv) Sinh 7—9 Sinh| 7—0 
2 2 
( ) ) sm Ze 3 ZÉ 
3( A —z)+ B 
d, =" Мә `M ZE d Su? 3 
1 2 
(r.y)es (АЙ (u.v) Sinh y (z, -z) Sinh yz 
; 2 ) 2 
+U2 (uv А, 2 t Вг, 2 
ZE zi У 20 J 


Il est clair que lorsque l'on prend une fonction limite constante alors tous les coefficients hormis AO 
et BO sont nuls (propriété d'orthogonalité avec la fonction constante de valeur propre (0,0). 


3 3 | ` 
4= 2m -n n. -=n o T, B= 24 = hs -m be T. => T( 


Hu, zl Т,(20 -z)- Т,02 


Envisageons donc en dehors de cette solution triviale deux fonctions limites constante par palier de 
part et d'autres, comme suit : 


т +m _ M +5 _ 23 +4 _ 13 +274 
6 14 = 6 15 = 3 16 = 3 

Stu (u.v)e [mn] [73.74 ] f (u 22 (u.v)e [ns.m]x[ns.n«] 

VT lo (ку) [рта рата] "77 ^ lo (у) [пп] [95176] 


M <N <1]; <N <a <M Exemple т; = 
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La solution prend la forme : 


g(z,y,u,m)= SE Wale. iym )+ GC iym, | x NM (/m.)- e (Лут, | 


збит) р.и (2o, , Mim Aib. Mon MN (Vim EN Woh An, Men ) 
2 2 2 2 2 2 
Ui, (u.v)= ei. y us m)es(r y, vm) U2, (у) = в»(т,у, s meer v.m) 


To M 12 M 
2 
оу = [аш Ges. дт) [абв (т)? + [аа (от y | avv? (eG um)? 
m m Th Th 
na 4 na 
n V E [dmi eie nm) | aves. v m [I ту, fav? g2(t.7.v.m) 
UE UE UE UE 
16 16 16 16 
В; =B; p= BE [dmi gie y um) f aves yv m) [dugile.y. m) | av? (ry. v.m) 
15 15 15 15 


мыз (al? Wo (y (P ) MM ДЕ J| (Rp [er J 


ии) M, 0). Mr Go фаши, (a) [vio Y. 2-2 mda а) m E 


uiu] Ris = 


na n4 ns ns 
A, = 2[ du, (u) dw, (v) 5,- 2[ du, (u) [ аи, (v) 


m 13 ns ns 
- ZR p M (iym; L Jib, n Wim) р T (iym )+ Vip, А (im) F 
5 2 SC ud 2 EE I 
4 =0 
+ Zep, (Wim) yn o iym ЈЕ "hp, Mal dn т) 
S = (т,у)/ S 2 
@ Php, Ach ч die (уль IER Di Lal Jib, (im) + 
2 2 3 
4 =0 
+ Thp, Wim) va u (iym, |2 D | (i ym )+ dn, (im) 
2 2 


E 
VERE 250) 
S, =+у/ ch | 2 АЕ ` E (2 12 J G e dÉ 
74 4 4 
U ; 2 3 2 
KS шу) азн ln sure]. 
2 2 2 2 
ує50 У Zo 
2 | 


U, (u.v) zi 


A (zo -z)- B Z a 


T(u,v,z) = t 
(m -n Jn; -m) > Ki (u.v)+U2, (uv) L su E=) 3a sl Z ) 
T „Y 2 т,у 2 


2 
(r.v )eS U. (av) su Z | 
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Voici le graphe de contour pour une section horizontale du cylindre parabolique, prise à la hauteur 
z0/10, pour z0=0.5, soit z=0.05, et une section définie entre les 4 paraboles soit u€[n1,n2] et v€ 
[n1,n2], avec n1=1 et n2 -2. En coordonnées cartésiennes le domaine est définie par les 


contraintes suivantes : 
m-m M? =m 2 2 
2 1 2 1 
x с ,C e l ,€ | 
2 2 у M C2 
2 2 2 2 
rsa y et sell 
2 2em, 2 2em 
Paraboles e à à x 
ell et ge 
2 2ст}ә\ 2 Zem 
Cela donne : 


‚гт т тт eg RS E ER ER ER KS ER RER ER ET 


On voit légèrement que l'approximation reproduit des «isothermes » qui amorce une 


perpendicularité vers les limites du domaine de la section parabolique cylindrique, ce qui indique 
l'annulation du gradient de la fonction aux limites (conditions de Neumann). 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboligues cylindriques - p 
Voici le profil de la solution sur le plan x=0, soit lorsque : x-0 = y =v = > et ye |2,2]: 
c 


(e PS E ES F ï 5 Œ ï ï * C V ï 7 DS EES ER EES ES EE DES DES DS DS EES ES | 


Les oscillations sont dues ou manque d'approximation suffisante compte tenu du nombre de 
termes de la série pris en compte. L'annulation du gradient aux limites de y ne sont pas très visibles 
tout comme dans le graphe de contour précédent. 


Voici le profil de la solution sur le plan y=cn:n, soit lorsque la coordonnée cartésienne x varie 


selon: y=cmmn, et xe|-c yd 


uí 


(RR REELLE LEE aa AU, au a a | 


lll k... 


idm u. L u u u. u. | 


r——— 


( 
= 
O LL nn 
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Exemple : problème intérieur convexe inhomogène de Dirichlet en v=v, , dans un domaine 


parabolique non borné en u, tranché en z de hauteur z finie ‚ avec condition homogène de 
Dirichlet en z. 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet sur un деті-еѕрасе (0<v <v,,-co<u<+ce) plein parabolique 
limité par la courbe v= vo et tranché entre les hauteurs z=0 et z=zo. Sur les tranches supérieure et 


inférieure les faces sont à la valeur fixe 0, sur la face v =vo les valeurs sont également fixées à la 
valeur d'une fonction dépendant de p et de z. 


EK \ \ 


A 
* 


Ç 


e? 
` 
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Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (ui, v,z) s'écrit sous la forme 
1 Ә?Т(и,у, SI O^T(u,v,z) , 2 T(u,v,z) 
2[,,2 2 2 2 =0 
cuv) ди ду? д= 
T(u, v, io vo] =Т(и, Vs e Vo = 0 


oo que 


elen ue 


T(u,v,z)|" a = f(uz) 


yel- +œ] 
uel- outen ; v є [0,v,.] { z € [0,2,] 
De la séparation des variables la fonction en coordonnées z est une fonction sinusoïdale s'annulant 


en O et Zo. 


2 2 2 
Z(z)= A [tr ^ Co T) => = = пл = А„2у = Z (z) Sin(A, z) 


2пл = 24, 


О(и) = A,D,QJ2À,cu) * B,D ,, , S 
V(v)- A,D,G 42A, c v) - B,D , (2À,cv) 
La solution recherchée U(u) doit être bornée dans tout l'espace. || vient donc avec les valeurs 
asymptotiques suivantes que seules les valeurs admissibles pour le paramétre p sont entiéres : 
D, (+œ) 20 

+œ p < 0, p e ]1,2|, p e BA, p e 5,6l- 
D, (=œ) = 0 p =0,1,2,3,--- 

-œ pe bal, p e LA, p e 14,5[,--- 

Donnant les solutions possibles : 
U(u)= A„D„(/24,c1)+B„D.-„ 424,01) 
V(v)= A,D„(i [22,cv)+B,D_„. (J22,cv) 


De plus avec la même contrainte des valeurs bornées aux limites du plan complexe, il vient la 
nullité du coefficient B, : 


lim Im, ш D , (z) = = U(u) = D, ( V 2А„си) 
= B =0 
lim, , ;„ D (z) =œ á V(v) = A,D, (i [22,cv)+B,D „ (J2À,cv) 


m,- ioo 
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Par ailleurs la solution du problème doit respecter les conditions de régularité du gradient sur la 
singularité du système de coordonnées paraboliques cylindriques en р=у =0 , soit (voir 
précédemment) : 


vum) 2 
Comme 

U (u) = D,(J22,cu) 

V (v) = A, D„(i 24, v) - BD, ,(J22„c v) 


A,=1 B,=0 
La condition de nullité du gradient devient 
doe D 21.2 A,B, = AB, 
A, B, —A B, =0 soit Il vient А,В, =0— B, «0 
Е Я ои А,В, -—A,B, i 


La solution s'exprime alors sous la forme d'un développement en série : 


à, ="" T(u,v,z)= Y S À D. (Dieu. G J2A,c v)Sin(A, z) 
Z, 


0 п=1 m=0 


La condition aux limites en v =v, donne : 


PLECOL Y Y A, D, G2A,04)D, G 424, c v,)Sin(A, z) 


п=1 m=0 


Du fait de l'orthogonalité des fonctions propres en p et z, il vient : 


|| du fs z)D, (.|22,cu)Sin(A, z) 


Hos B 20 +œ 
D.G DA v) | dz Sin° (A, z) Í du(D, (2,2) 
јави (4, z) 2 fet (D, (z)) Y =n!127 > jet (D, ‚(о 2)) = Ed 


!v2 
Í auto, = = Ié 


уле | dz | du f (u,z)D, (.J22,cuDSin(ÀA, z) 


ж E NE AD ОЛОМ) 
Si f (u,z) = h(u)g(z) 


EE (2, z )[ unan, (/22,cu) 
mm z ml\/a D, (i 2A, c va) 


A 
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La solution s'écrit donc : 


Zo 


a, =" A. KE du f (u,z)D, (.|22,cu)Sin(A, z) 
Zo 
тоу) 2 d Бю pare b EE z) 
n=1 m=0 m! D (i 24, c vo) 
Si f (u,z) = 2 
À S A ER z) B, = Í unap, (21) 
Zo 
Tuva co = [7 Pe (J22,c DD, G J2A,c v )Sin(2, z) 


EN Ro ИШ ° m! D„(i J2A,c vo) 


Prenons une E limite constante : 


Sif(u,z)=T, À, = 77 
2 


HT 1- C1y) 2z 
A = A = 1-60) Ex À i= A = A 0 
n Jus Sin( п 2) à an = 0 2n+1 Qn m Dz 


B„ = Í du D. 22,64) = Bon =0 B,,= | du DAD u) === Tre Í dz D,,,(z) 


Comme je Ю„„() "Uu E От) В,, _ _ 1 > у Qm) 
E m! 
T(u, V, z) = = H УУ D, V 24, 4€ H) D, G V 24 Lu v) Sin(A,,,z) 
EEN 2" m(2n 1) Dom Œ 22,40 Vo) 
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Exemple : probléme intérieur convexe inhomogéne de Dirichlet en v=v, dans un domaine 
parabolique non borné en u, tranché en z de hauteur z finie, avec condition homogéne de 
Neumann en z. 


Prenons maintenant le probléme assez similaire mais cette fois isolé sur les tranches supérieure et 
inférieure, comme ceci : 


1 O^T(u,v,z) O^T (uv, 2) O^T(u,v,z) 
DEE 2 A 2 + 2 = 0 

c (u +v ) ди ду Oz 
E uS : = (uva), =0 
Oz Che Oz vend 

ue| 00,40 ue| 00,4+0œ0 
T(u,v, Nea] = f (u, z) 

ue|=0,+œ0 

LE [-00,+00| ; VE [0,v,] ie [0, EN 


la fonction en coordonnées z est une fonction sinusoidale dont la dérivée s'annule en 0 et zo. 


Z(z)=Cos(2, с) А, =""_; E 


Zo 


La solution s'exprime alors sous la forme d'un développement en série : 


2, =" T(u,v,z)= Y S` A, „р, GA HDD, G 22, c v)Cos(A, z) 
Z 


0 n=l m=0 
La condition aux limites en v =v, donne : 


Tuv, z), = f(,2)= Y Y A, ,D,G[2A,cu)D, G J22,c v )Cos(A, z) 


n-l m=0 


Du fait de l'orthogonalité des fonctions propres en p et z, il vient : 


jaf du f(u,z)D, (.J221,cu)Cos(A, z) 


Anm = 20 +оо 
D, [2À,c v) | dz Cos" (A, z) Í ди(Р„(/25,си)] 
[| со; (А„ 2) 2 2 ja D. DY = nV27 = jet D, (o z)) = 22 


1/2 
| du (p, "E - "Bi 


24 À,C | dz Í du f(u,z)D,, (/22,„c u)Cos(A, z) 
- 0 —oo 
а zova т\Ю„(ї/2А„с v.) 


Si f(u,z) = h(u)g(z) 
2 Ae [dra Cos(A, jf du h(u)D, Gen) 
ur - Ет DE Jeev, 


A 
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La solution s'écrit donc : 


¿= An | dz | du f 2) D, G[2À, c и)Соз(А„ z) 
Zo 0 —00 
Ee 
ZoN 7E wl m=0 т\Ю„(ї./2А„с Vo) 
Si f(u,z)= h(u)g(z) 
de A = [dz ge) Cos(2, z) B„= Í du h(u)D, (/22,cu) 
Zo 0 —00 
T(u,v, z) = 28 $3 AB, ПЕЕ ыы) 
20 Л п=1 т=0 m!D, (i J22,c vo) 


Prenons une fonction limite constante, voir mëme une fonction limite ne dépendant pas de z : 
Zo Si À 20 
Si f(u,2)=T, A, = 7 > 4, = | dz Cos(A, z)- | te 2 0— T(u,v,z) -0 
2 0 


0 


n 


On voit donc ici que la solution est identiquement nulle, parce que nous avons oublié la solution 
de valeur propre nulle, qui doit être ajouté justement lorsque les conditions sont homogènes de 
Neumann de part et d'autres des sections du cylindre 


Solution de valeur propre nulle (équivalent à un problème réduit à 2 dimensions) 


Dans ce cas la solution en z s'écrit sous la forme 2(2)=А z + B, et par le respect des conditions aux 
limites homogènes il vient 2(2)=Сопѕїапїе. Les solutions en p et v solution d'un probléme de type 
cartésien à deux dimensions (c'est le cas n° 7 ou 8 ). Compte tenu de la finitude de la solution 
imposé lorsque р->+ео ou -c, on ne retient que le cas n°8 : 

Z(z)-1 


U(u) = A,Cos(qu)+ B „Sin(qu) 
V (v) = A,Cosh(qv)+ B,Sinh(qv) 


Simplifions en prenant une fonction limite qui ne dépend pas de z, et qui également est paire en L. 
La non dépendance en z permet de justifier que la première partie de la solution est bien 
identiquement nulle, et que le problème devient un problème à deux dimensions : 

Si f (u,z)=h(u) ue [=00,+0] ; VE [0.v, ] ; ze [0,2] 


l quem Я uc, d T(u.v.2) _ 0 


c (u +v du? ду? Oz 2 Я 
Ə?T(u, eT(u, 
р (u v). v). 0 
ZT (u,v, z) => T(v.z), =0 —1 ди ду 
ор ов ТО DEE 
То», дЫ] = Í (u, z) 
ue —оо,+оо] 


Compte tenu de la condition de régularité du gradient en 2 dimensions, on ne peut développer la 
solution que sous la forme suivante : 
T(u,v) = ACos(qu)Cosh(qv)+ B Sin(qu)Sinh(qv) 
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La solution ne peut s'exprimer que sous une forme intégrale, selon la méthode employée par 
N.N.Lebedev, « SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 1965 » (dans le cas d'un cylindre 
de section parabolique et de longueur infini) par l'intermédiaire de l'existence d'une transformée 
de Fourier de la fonction limite. Commençons par le cas d'une fonction limite paire en H. 
Supposons donc que la fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de Fourier : 


й(и)= [dA h,Q)Cos(A u) = h, (4) = = [au h(u)Cos(A u) = - [аи h(u)Cos(2 и) 


Et que l'on puisse de manière équivalente représenter la solution avec son spectre de Fourier en L, 
alors en tenant compte de toutes les valeurs propres possibles venant des coordonnées 
paraboliques propres, on peut écrire la solution sous la forme d'un développement en intégrale de 
Fourier, comme suit : 


T(u,v)- [а T, (A)Cosh(A v )Cos (À и) 
0 
[а respect de la condition aux limites еп у= vo donne : 


h (А 
T(u,v) Д 


Cosh(Av,) 


-h(u) = T,(A)Cosh(Av,) = h, (А) = T„ (2) = 


v=vo 


Cosh(Av) 


Cos(A 
Cosh(Av,) os( n) 


T(u,v) = [a h, (A) 


ауес ћ, (А) = 2 [аи h(u)Cos(A и) 
л 0 


Prenons le cas d'une fonction limite constante sur un intervalle bornée et nulle ailleurs, оп trouve 
la représentation intégrale de la solution : 


h(u)=T uel- Ho] h(u)=0 u gl-uo, ul 
Ho 
=> h, (0) =Ê T, | du Cos(â и)= — T,Sin(A и) 
m x TÀ 


=> T(u,v) = E ET Sin(à Ho )Cos(4 и) Cosh(Av) 
л 


A Соѕћ(Ау,) 
Avec une fonction limite impaire la solution se déduit similairement : 
n Sinh(Av) q. 
T(u,v)- | dA h (A) ————— Sin(2 
(u,v) | о (au) 


avec h,(A)= = Í du h(u)Sin(À и) 
л 0 


Prenons le cas d'une fonction limite constante et impaire sur un intervalle borné et nulle ailleurs, 
on trouve la représentation intégrale de la solution : 


h(u)=-T, gel-u,,01 AGD=T, иє[0,„] h(a)=0 u g|- ul 
=> 1,0) = 27, [du тб) = Žli- Cos] 
Z s TÀ 


[1 - Cos(4 u,)]Sin(2 и) Sinh(2v) 
A Sinh(Av,) 


= TGV) = T, (dA 
л 0 
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Ce qui donne pour une fonction limite de nature quelconque, et pour le problème aux limites de 
Dirichlet suivant : 
O'T(u,v) T O^T(u,v) 
du? ду? 
T (u,v)v-v. -h(u) 
mi 


-0 gue[-o,] ; vel0,v,| 


_ T 2 Sinh(A. v) . ^ Cosh(Av) 
T(u,v)- | аА С OO SR.) Sin(2 u)+ h; D и) Cos(A e) 


avec hi; (M) =Z [du (ta) +h(-w)Cos(2 pi) et hG) 2 [аи (hp) нш) та д) 


Finissons en revenant à la solution du probléme à trois dimensions, homogène de Neumann en z, 
on ajoute la solution intégrale trouvée à deux dimensions correspondant à la valeur propre nulle à 
celle à trois dimensions, soit pour le probléme : 


1 É T(u,v.z) , d T(u,v, 2) 8 *T(u,v,z) 
dz? 


-0 ue[=œ,+œ0] ; velow] ; zel0,z,] 


eu ev) ди? ду? 
Ô Ô 
=T(u, LE z) =—T ,V.Z =0 
Oz [р vo] Oz S | ve[b,vo] 
velo. 20 ,+00 Kë 
T(u,v,z)|" SEH = f (u,z) 
La solution : 
ALIE A. ` dz | du f Qi 2)D, G[2, cu) Cos(A, z) 
Zo 
Tav, 2-2 3 GH (J24,cu)D, (i /22„c v)Cos(A, z) 
ZE m! D „ (ї/2А„с Vo) 
Sinh(Av) ç. " Cosh(Av) 
— | dÀ AÀA)= >> Sin( A Д) = Cos(A 
E Í E Q VIF f; Uv) С") 


Zo 20 


avec f, GER E 7606 и,®))Соз(Хи) et f, GES [а [au trous fCu,z))Sin(ÀA и) 


Si f (u,z)=h(u)g(z) 


À = = A = "INA A. = ја g(z)Cos(A.z) В, = Í du h(u)D, (/22,cu) 
0 —oo 


B D, (2A,cu)D, G |2A,c v)Cos(A, z) 
Piu I EAM. m!D, (i J2À,c vq) < 


k Е pe v) c „у Cosh(Av) 
+ es H "m u)+h; E и) 


ауес HA) = 2 [au (пш) + п ш))Соѕ(А и) et TE [аи (пш) - h(—1))Sin(À и) 
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Exemple : Problème extérieur concave, inhomogéne de Dirichlet en v=v, dans un domaine 


parabolique non borné en y, tranché en z de hauteur z finie, avec condition homogène de 
Dirichlet en z 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet sur un demi-espace (v >v, -со<р<+ео) plein parabolique 
limité par la courbe v= vo et tranché entre les hauteurs z=0 et z=zo. Sur les tranches supérieure et 
inférieure les faces sont à la valeur fixe O, sur la face v =vo les valeurs sont également fixées à la 
valeur d'une fonction dépendant de u et de z. 
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Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (ui, v,z) s'écrit sous la forme 
1 Ë Т(н,у,2) д?Т(и,у, 2), Ə2T(u,v,z) ET 


cl? +v? )\ ask ду? дг? 
T(u,v,z) ed ,=T(u,v,z)lz Gi -0 
T(u,v,z) E = f(u.z) 

uel=œ+œ] ; velv,,æ] ; ze[0,2,1 


De la séparation des variables la fonction en coordonnées z est une fonction sinusoïdale s'annulant 
en O et Zo. 


2 2 
Z(z) = a dr T =пл = ¿z => Z(z) = Sin(A, z) 


d E dE AST => q = z =+/2À, 
20 


U(u) == A D, 24си) + Эн (i V 24си) 
V(v) 2 AD, (i 424,c V) -B,D , ,(J22,cv) 


La solution recherchée U(u) doit être bornée dans tout l'espace. Il apparait donc avec les valeurs 
asymptotiques suivantes que seules les valeurs admissibles pour le paramétre p sont à valeurs 
entières : 
D, (+œ) = 0 

+œ p <0, p e ]1,2[, pe B4l, p e bel. 
D, (=œ) = 0 p=1,2,3;,".: 

-œ pe ul p e LA, p e 14,5[,--- 

Donnant les solutions possibles 


(и) = A„D„([24,cu)+B„D_„ 1(Ј2А,си) V(v) e A,D„(i [22„6v)+B,D , (22,cv) 


De plus avec la même contrainte des valeurs bornées aux limites du plan complexe, il vient la 
nullité du coefficient B, : 


Im... D, (z) = U(u)= D, (J21,cu) 
= В =0 
lim, , D, (z) =œ i V(v) =A D„(i[22,cv)+B,D.„ (J24cv) 


m,- ioo 
Pour les méme raisons de solution bornées sur le paramètre v à l'infini, il vient A,=0: 


La solution s'exprime alors sous la forme d'un développement en série 


À, = = T(u,v,z)- Y YA ,D,G/2A,cu)D ,, (G/22,„c v)Sin(4, zd 


0 n-l m=0 


La condition aux limites en v =v, donne : 


T(u,v, Di Ау = f(u,z)= > 4 D. COU. (24, ‚с v )Sin(2, À) 


п=1 m=0 
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Du fait de l'orthogonalité des fonctions propres en L et z, il vient : 


Ta аи Tu, zU, (/22,cu)Sin(à, z) 
Da Cie we dzSin? (A, pÍ du(D, (24,cu) 
Ç d si (2, z) 2 fet (D (о) =n!/2z = jet (D „(a z)Y = Д = =f du(D, (424, ceu) = 


Pre 
re EC 
Wer admin Ur) 
2/2, | dz g (z) Sin(A, 2 f du Mai, G[24,cu) 
z mz D, СОЛО 


Si f(u,z)= h(u)g(z) = 4,, = 


La solution s'écrit donc : 


20 


A. ss E = al du /(и,гуР„(/2А„си)зїп(А„ z) 
Zo 
ee Ю„(/2А„си)Р_„_,С/2А„с v)Sin(A, z) 
T(u,v,z)= Ami, 
а Zo AJ > de ml! D ,,(/22,cCVo) 


Si f (1.2) =h(u)g(z) => А, = Í dz g(z) тА, z) В, = - Í du h(u)D„( /22,cn) 


+e D,(/22,cu)D.,  (J22,c v)Sin(A, 
Tuut F EE Va | = Zë A" "аа 


Ргепопѕ ипе CET limite constante : 


Sifünz)- T, As ZZ 


A, = [а Sin(A, z) = &-Ccy)., A, =0 А, = 2% 
0 4, (2n + (ke 
B, = | du D, J22,61p) => Bana = = „= Í da D, GA eu) o Tënt 
TT А„с —00 
Comme [а D,,(2)-7 еу B,, = l ym fr (2m) 
25 т! \/2А„с т! 


J: Das 2 2353 2n (V 2A aC B) D oua Œ 22,„naicV) Sin(2.,..z) 
££ 2"m(Qn«l) D.A Vo) 
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Exemple : Probléme extérieur concave inhomogène de Dirichlet en v=v, dans un domaine 
parabolique non borné en y, tranché en z de hauteur z finie, avec condition homogéne de 
Neumann en z 


Par rapport à l'exemple précédent, on change simplement les conditions aux limites homogéne en 
Neumann sur les sections haute et basse du cylindre. 


OT (u,v,z) Z OT (u,v,z) = 
# Re tel А "E 
T(u,v, zy EN = f(u,z) H є [=00,+œ] ; v ech, œ] A z e [0,2,] 
ze|0,zo 


La solution s'exprime alors sous la forme d'un développement en série 
A =Z" T(u,v.3) 2 УУ A, Ü D„([22,61)D-„ 1(/22„c v)Cos(A, z) 
Zo n=l m=0 


L'application de la condition aux limites en v =v, conduit а la solution suivante : 


Zo 


dE = es du f (u, z)D, G[2A,c u)Cos(2, z) 


Zo 
£m A9 JA D, (/2A,cu)D ,, ,(/24,c v)Cos(A, z) 
perdon E E т\ЮР_„\(/2А„с vo) 


Zo 


Si f (uz) = h(u)g(z) = А, = | dzg(z)Sin(A,z) B, d du h(u)D, GJ22,c u) 


B, VA D, (J/2A,cu)D , ,(J24,cv)Cos(1, z) 
rece о: т\Ю_„_\(/2А„с vo) 
Si l'on mos. une гор limite пе dépendant aucunement де la hauteur z, alors la solution est 
trivialement nulle, c'est la raison pour laquelle il faut lui ajouter la solution de valeur propre nulle 
dans la dimension axiale. Ce qui conduit à étudier les solution du problëme projeter à deux 
dimensions. 


Tiv 2) = < 


T(u,v.z)=2 


Solution de valeur propre nulle (équivalent à un problème réduit à 2 dimensions) 


Dans ce cas la solution en z s'écrit sous la forme Z(z)=A z + B, et par le respect des conditions aux 
limites homogènes il vient Z(z)=Constante. Les solutions en p et v solution d'un problème de type 
cartésien à deux dimensions (c'est le cas n° 7 ou 8 ). Compte tenu de la finitude de la solution 
imposée lorsque U->+œ ou -es, et lorsque v->+c, on ne retient que le cas n°8 : 

Z(z)=1 U(u)= A,Cos(qu)+ B „Sin(qu) V (v) =e 1 

Ici, il n'est plus besoin de faire appel à la condition de régularité du gradient en 2 dimensions, 
puisque l'origine des coordonnées n'est plus dans le domaine étudié. La solution ne peut 
s'exprimer que sous une forme intégrale, selon la méthode employée par Lebedev, « SPECIAL 
FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 1965 » (dans le cas d'un cylindre de section parabolique et 
de longueur infini) par l'intermédiaire de l'existence d'une transformée de Fourier de la fonction 
limite. Supposons donc que la fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de 
Fourier : 
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h(u)- fa hS (A)Cos(A и)+ Ja h? (A)Sin(A и) 


eda | du h(u)Cos(2 u) et Ra) => [аи h(u)Sin(À и) 


Et que l'on puisse de manière équivalente représenter la solution avec son spectre de Fourier en u, 
alors en tenant compte de toutes les valeurs propres possibles venant des coordonnées 
paraboliques propres, on peut écrire la solution sous la forme d'un développement en intégrale de 
Fourier, comme suit : 


T(u,v) = Io T: (A)e ^" Cos( A u)+ fa T; (A)e ^" Sin(2 и) 
La respect de la condition aux limites еп у= vo donne la solution : 
Te (A)e ^” = һ (А) = Te (A) = hi De" 


Tal. =h(u)— P -Avo _ LS s LS Avo 
(Qe ^^ = (A) = T; (2) = hi (A)e 


T(u,v) = Í dÀ hz (Ае %)Cos(A u) + Í dA he Sin(2 и) 


ауес h°(A)= — L fau h(u)Cos(2 u) et А (А) = — L fau h(u)Sin(à и) 
Um t. Um t. 


Prenons le cas d'une fonction limite constante sur un intervalle bornée et nulle ailleurs, on trouve 
la représentation intégrale de la solution : 


h(u)=T uel-usu h(u)=0 nu£l-us ul 


Ho 
= h (A) =Ê T | du Соза p) = ToSin(à p.) 1,0) =0 
л °% TÀ 


5їп(А ио )Cos(A и) A 
A 
Prenons le cas d'une fonction limite constante et impaire sur un intervalle borné et nulle ailleurs, 
on trouve la représentation intégrale de la solution : 
h(u)=-T, uel-u,01 h(a)=T, uel o] h(u)=0 ugl- Ho] 


= тоу) = T, (dA 
л 0 


Ho 
= h(2)=0 et h:(A)= 27 [аи Sin(2 u.) = 2m [1 — Cos(A u,) 
Z 9 TÀ 


EN M Bu [1 _ Cos(A Lo )|S;n(A и) gm) 
GE vi 


Ce qui donne pour une fonction limite de nature quelconque, et pour le probléme aux limites de 
Dirichlet suivant : 
O'T(u,v) i O^T(u,v) 
du? ôv? 
T (u,v)v-v. = h(u) 
uel 5o, ] 


= 0 ucl оо,+оо] : v є [уно] 


T(u,v)= Í dA е^ “д, (A)Sin(A и)+ h: (A)Cos(2 и) 


avec hj (A) =Z [du (hp) +h(-w)Cos(A u) et 150) [аи (G0 м) та и) 
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Finissons, en revenant à la solution du problème à trois dimensions, homogène de Neumann en z, 
on ajoute la solution intégrale trouvée à deux dimension correspondant à la valeur propre nulle à 
celle à trois dimensions, soit pour le problème : 


1 д?Т(и,у, z), O^T(u,v,z) O^T(u,v,z) 

о de dn ETUR uel] ; vel] ; rea] 
Ô 
2 pw V.z) =—T(u,v,z =0 
Oz ERIS vo] Oz а SSC 
velo: 20 ,+00 ue| 0,4+œ0 

T(u.v, DA = f(u.z) 
La solution : 
A => Aun j dz Í du f (t DD, G[24, cu) Cos(A, z) 

Zo 
тогу) 2 ¿= +œ EE ‚С/2А„си)Р_„_\С/2А„с v )Cos(2, z) 

n-l m=0 mu. na Q/ 24, € Vo) 
1 +00 


+— [aa = (A)Sin(A и)+ fï (A)Cos(2 и) 
20 0 


Zo 


avec f, GER Í dz Í du (f (1.2) + f (=u, z))Cos(2 u) et f; (M) =+ | dz Í du (f(u,z)— f Cu,2))Sin(A и) 


20 


Si f(u,z)= h(u)g(z) > 4, = [а 802) А, = ја ga) Costa, z) В, = | апаю, c3; си) 


T(p.v,z) = 2 y S BA m SPREDD n ‚С/2А„с v)Cos(A, 2), 
n-l т=0 mD „aC [22,c Vo) 


+2 | ад e^" Ss (ADSin(A и)+ h} (2)Cos(à u)| 


avec hi; (A) == Jane hCun)Cos(2 и) et h, (A) = — [аи (н) — н) та.) 
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Exemple : probléme intérieur convexe, inhomogéne de Dirichlet en v=v, dans un domaine 
parabolique non borné en y, de hauteur infinie en z 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet sur un demi-espace (0<v <vo, -со<џ<+ео) plein parabolique 
limité par la courbe v= vo et de hauteur z infinie. Cet exemple est directement traité dans l' ouvrage 
de N.N.Lebedev < SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 1965 ». Sur la face v =v, les 
valeurs sont également fixées par une fonction dépendante de u et de z : 

4! 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (ui, v,z) s'écrit sous la forme 
l RW a Hen D TV) _ A 


c? (и? +v?) du? ду? Oz? 
T(u,v.z), ., fini c facteur d'échelle 
T(u,v,z), „= f nz) 

LE [— oo,--oo] ; ve Io, ; Z E (=00,+œ) 


Dans un exemple précédent on a abordé ce probléme lorsque la hauteur z est finie. Il en résulte de 
calculs similaires, de la séparation des variables, de la forme sinusoïdale de la fonction en 
coordonnées z, de la finitude de la solution, du respect des conditions de régularité du gradient sur 
la singularité du système de coordonnées paraboliques cylindriques en u=v =0, que la solution 
s'exprime alors sous la forme d'un développement en série sur les variables u,v. 
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Les solutions par la séparation complète des variables sont de la forme : 
T(u,v,z)=U(u)V(v)Z(z) avec 


2 2 
Z(z) = asi £) + Bco TE 


U(u) = A,D,(J24cu) * B,D ,,GJ22cu) 
V(v)  A,D,(i 24cv) * B,D , ,(42Acv) 


La solution recherchée en u doit être bornée dans tout l'espace. I| vient donc avec les valeurs 
asymptotiques suivantes que seules les valeurs admissibles pour le paramétre p sont à valeur 
entière : 
+œ p<0,pe].2[ p e B.AL p e 5,6l, 
D,(*o)20 D,(-e)- 0 p =1,2,3, 
-œ pe], p e LA, p e ls 
Donnant les solutions possibles 
U(u)= A,D, (J24cu)+B,D „ (i J24 cw) 
V(Vv)=AD„(iJ2Acv)+B,D „ (224 cv) 
De plus avec la même contrainte des valeurs bornées aux limites du plan complexe, il vient la 
nullité du coefficient B„ : 
lim, ab E в ao VU 24/24) 
D,(z) =œ I V(v)- AD, (i J2Ac v) * B.D „ (42A cv) 


lim 


z—-—ioo 


Par ailleurs la solution du probléme doit respecter les conditions de régularité du gradient sur la 
singularité du système de coordonnées paraboliques cylindriques en р=у =0 : 


( 400) (аро) _ 
vo = ЕСІ ES J 0 
Comme 
U(u) = D, GJ24,c u) 


V(v)- A,D, (i J2A,c v) 4 BD. (.J22,c v) 
A, =l B,=0 
La condition de nullité du gradient devient 
A,B, = А,В 
2m VIE) . uv u 
A, B, — А, В, 20 soit | 


H vient А,В, -0— B, = 0 
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La solution s'exprime alors sous la forme de produits de fonctions comme suit : 
T(u,v,z)=D,(V22cu)D,(GV22cv)(G, „5іп(д z)+ Р, Cos(Az)) À >0,m =0,1,2,... 

En supposant la condition aux limites f(u,z) 

Si f(u,z) paire > f(u, z) = f(u, z) 

= Т(и,у, 2) = P,,D,(N24cu)D,(i V22cv)Cos(1 z) 

Si f(u,z) impaire > f(u, z) = —f(u,z2) 

= T(u,v,z) = Р, „D„(JV2Acu)D„(i V22cv)Sin(à z) 

Supposons maintenant que la fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de 
Fourier dans le cas d'une fonction paire en z par exemple : 


гооо) = [dA FA, p)Cos(à z) => ZQ. = = f de f (u,2)C0s(4 z) 


Et que l'on puisse, de maniëre équivalente, représenter la solution avec son spectre de Fourier en 
z, alors en tenant compte de toutes les valeurs propres possibles venant des coordonnées 
paraboliques propres, on peut écrire la solution sous la forme d'un développement en série 
d'intégrales de Fourier, comme suit : 


T(u,v,z)= > Cs | dA Р„(/2Аси)Р„(ї V22cv)Cos(1 z) 
m=0 0 


Avec les fonctions d'Hermite, et la condition aux limites paire, la solution s'écrit également à l'aide 
de sa transformée intégrale de Fourier: 


_m _ z? _m _ Ac? _m _Acv? 
D.(z)-2?e н.) D,(24cu)=2 "e ? H,(Vicu) = р, (дси) =2 ie 2 нс) 
+оо +œ LAe( a y? 
=> T(u,v,z) = > [але ch PH. Giel Ae )Cos(À z) 


m-0 0 
Soit en posant : 


T(u,v,z)- [а Т, (u,v)Cos(à z) Avec Т, (и,у) développée comme une série de fonctions d' Hermite 
0 


2292) 


+o _Àc 
T,(u,v)= Me ch Р, HO Acu)H, (iN Acv) 
m=0 


La respect de la condition aux limites en v= vo donne : 


Du) Гао) Tv). Ee ран оюн, Ge) = TO) 


т=0 


+00 ба 2с 2 Е 
e Ye?" H,GJ/Acw)P, e ? Н, (Аси) = f (A,u) 


т=0 
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L'orthogonalité des fonctions de Hermite sur le domaine -со<р<+ео donne la valeur du coefficient : 


AN 
[due 2 f. DH, Acn) 
= P. „ = — 


i SE Gäil du e ^" (H„(JAcu)) 


+00 Àc a +оо _ Ac 2 
Orthogonalité — Í due ? | H,(V2cu)H,(V2cu) = Ô m. Í due ? S (H, (u))Y 


—00 


+00 z2 2 
jet (D, (DY = m42z > [ dze Ç e —2"m!42z < z = A2Àcu 


ei 
Ac 2 
"n JA 2"m x e 2° Vic Lu ы 
> | апе" (H Nacw) =<" =" => B, du e A. DH „(NAc 
Ï du (a, efie] = EE => Pan = LRL sl ue ?" TG. uH, Aca) 
La solution formelle s'écrit alors avec une fonction limite paire en z: 
P = Ve jan Í du т” Ta IDH, (Ac) 
TT 2" ml/a H „(i a = E 
T(u,v,z) = | аўге? Es ЕТА (Acu)H, (iN Acv) Cos(À z) 
m=0 
1 & H? EE n ,(VAcu)H, (iX Acv)Cos(A z) ° 72 
= T(u,v,z) === dÀ dae? f(A,a)H, (Аса 
(H ) F Nd H (id Acv,) Ji K )H „( ) 


ades FO yÉ [dz f(a,z)Cos(2 z) 
л 0 
Avec une fonction impaire en z, on aurait : 


T(u,v,z) = jas t^ H туз (iV Acv) Sin(À z) 


wp _v2 Au 
à VAce 2 H (NV ÀAcu)H, (iN Acv)Sin(Az)' F La? ы 
= J (uya) = BK > e I EE Í da e ? ` f .o)H, (Ace) 


avec fa) = — 2 а f (a. z)Sin(A z) 
л 0 


Dans le cas ой la fonction limite n'est ni paire, ni impaire, il suffit de décomposer la fonction limite 
en ses parties paire et impaire, soit : 


Sanz) =f uz) fü) Ју) = АР ЕС = Tet Ли э 


ce qui donne donc par principe de Ap Re la solution formelle suivante : 


EU - 
+00 pes 2 Re ы 
1 je Асе EE EE 2 f,(4,a)H,(VAca) + 
Гі 1 | 62" m! Н (iN Асу) Е 
H.V.Z "ue A 
Л +00 e EE 225 
+00 2 2 
" 1 Í Асе H „(J Acu)H „(in Acv)Sin(A z) ` ? dae 2° T(A,a)H, (VN Aca) 
mood MES H (i Acv,.) 


avec Qa) => Í dz (f (a, z) + f (z,—z))Cos(À z) f.a) =+ Í dz (f (a,z)- f (a,-z))Sin(Az) 
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Exprimons ce résultat à l'aide des fonctions Paraboliques Cylindrique D, il vient : 


M G^ Аса? m E E dà 
=JV2Jaca > = р (@=2" e H|- | et da= 
4 2 » ) m x 2 Jac 
2 2 B x PE 
п.е = E -2 pamare aE) 
Posons - 
72 v? Асу? x Mec V 
V eil deu > — 2- D @)=2”2 d H | = 
1 C 4 2 GE ) е т J2 
E 
A 2 É. "\ 2 
217 D D, (V )Cos(A z) * ы 
! > faa D Z jaa sa &)D,(&)+ 
70095 я. Е : É 
л У 
Ik: DEER [aa & fA DD, (E) 


D, (Vo) 


avec f (Ad) -= [az (70,2) + f(G&—z))Cos(A z) fi.) EY xl dz (f(&,z) - f (&,-z))sin(Az) 


0 


D, (uN2Ac)D,, (ivV22c)Cos( (A 2)` 


Sonic Жеш Ше sl? D„(ivoV22c) аа у, а ы 
OI H.V.Z 

X IT D,GN2Ac)D,GvN2Ac)Sin(A 2)" 

BE | e D GvA ? faa /,(4,&)Р„(&) 


avec à —-X2AÀcu 


On peut aller encore plus loin dans la séparation des parités de la condition aux limites en 
considérant que la fonction limite est composée des parties paires et impaires dans la variable p. 
Soit 

J(u,z) = f (u,z) + f (u,z)+ f, (u,z)+ f (uz) 

f. (ns z) = Ku, z) t f(u,—z) T T e u, Z) + K F [RA TC zl = Ju, z) + J(u,—z) = £ row u, z) SS K - Ш,-2) 


fg == г eg 
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Chacune de ces fonctions exhibent une propriété de parité particulière vis à vis du couple de 


variable (u,z) respectivement. Si nous désignons par £,=+1 et є,=+1 les parités respectives, alors la 
solution intégrales s'écrivent : 


en 
2?" 2 ! H 
( à A 
=> si £&,--1 
2?" (2n +1) и 
Nem Jae eee), (Ac), Däer) si 8, = +1 
NEN ce 
Ts са» > Hy, tient, dieu) si e,=-1 
п= х 
x | dA 


n H,,GVAcv,) si €, =+1 
Н, (Асу) si €, =-1 


u 


= Si E, = +x le: 
x 


SimAz) si е, = 12 m (VAca) 


2n si e,=+1 
2п+1 si £,--l 


Cos(A z) si €, = +1 

. . avec œ =u 
Sin(2 z) si g,--1 
Avec les fonctions Paraboliques Cylindriques D : 


avec f. 2 (4,0) - 2. [ dz f, â EN 
uz л d uz 


1 
— si ,=+1 
(2n)! d 
x 
1 | 
Si e, =—1l 
(2n +1) й 
M | (D, (Gu 24c)D, v42Ac) si &,=+1 
Т, Ys) Te 08 Don (u V246)D, (iv V240) si e, = 1) | 
ИЯ D,,GV,V22c) si ё, = +1 
х [алх 
0 SE si £,-2-1l 
Cos(2 z) si E€ =+ x [ча 7 (2,890 (@) 
х [04 а a! 
Sin(Az) si €, => é EE 


Cos(2 z) si E€ =+1 
Sin(Az) si €, =-1 


z 


e = 2 +œ P. 7 
avec f, „ (4,4) == Í dz f. „ 2) T avec а —«2AÀcu 
uz л A u»*z 
Premiére simplification : 


Supposons tout d'abord que les fonctions limites sont « produit-séparables » avec une fonction 
paire en z, alors la solution devient: 


f(u,z)= f, DSE) > fü.) = F DTA) 


(a _v2 tv? 


Ace n „(УАси)Н,, GA Acv) f. (A)Cos( (Az)* -&a? 
T(u,v,z) = Gol | da SC d dae ?" f„(a)H„(Aca) 
2 D, (uN24c)D,, (vA24c) f. (A)Cos( Az) 
TD pios | d D (DAC) [аа mu 


avec TAA) = — f.G@)Cos(2 z) et a = V2Acu 
л 0 
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Et une fonction impaire : 


e 


El уз, Ae 
Ace 2 Ve „(МмАси)Н„ (A Acv) f. (4)5їп( (Az) ud 
T(u,v,z)- iral | dÀ HA Y Í da ae? ie, tice) 
Е > D | (ux 24c)D, (v /22c) f. (A)Sin( Az)' 
T(u,v, = =>, pfa SEH [aa f(@D,(@) 


avec ee Í dz f.(z)Sin(az) et &=/2Аси 
л 0 


Deuxiëme simplification : 
Simplifions encore un peu plus le problëme, en supposant que la fonction limite ne dépend pas de 
la variable u, dans ce cas pour une fonction paire en z par exemple, nous avons : 

-4 (u? -v +v?) 


H „(Vac w)H Geo) P ANA) Ç Ja D H (aca) 
H „(i Асу) 1 


—oo 


0 si m=2n+1 


тз) => XZ gn pj Í aa Ace 


? Aca? 2 2 T 
P = 424 Aca = £ = D,(2-22""e *H|——| [az D.(z)= | 
OSONS 2 e 1 „ 2) e (5) J z D,,(2) a Jg Q0) PUT 
n: 
+00 z? m-l +œ 
Е T [а B “a. +] 22 [а D, (2) О si т=2п+1 
[ da 7 2 (les V2) __ ` =J P A 
4: m Ja Jac ee 272 "Jr (2и) 424m Deh, e 
V Ac n! VAc n! 
gaben) e 
H,,(NAcu)H,, (iN Acv)f (A)Cos(Az) < 2 
= T(u,v,z) = /2 da Š 2n 2n A)-— | dz f(z)Cos(Az 
(u.v, z) = 23] HS f(a)=7 [4 feycosaz) 


Et pour une fonction impaire en z, on obtient : 


-Ae(,2 -v? ane ~ 

+00 +00 2 . š 
FA Y V2 e H, (V Acu)H,, (Асу) f (4 )Sin(A z) p 
< 2” n! +, H „(in Асу) 


Si la fonction limite est impaire en p et impaire еп z, il vient : 


Fa- fdz f (z)Sin(2 z) 


(2,22) F= ~ À 
/ +œ 2 == . E _ ac „2 
T(u, V, z)= Ас < Y 27 l [d e H anxi Ac u) H a „a Œ Acv) f (A)Cos(A z) Í da e 2 H,,.( Act 
Ул i2" (2n +1). 5 H Uu) J 
? Aca? D, ,(z2)=2 (2n+1)/2 5 "4H, JS deet = faz Don. (2) 
Posons z-42 Аса = = са J2 m 
-5 T(A)- 5 [dz f(z)Sin(A 
e = (ауе ET BET EEN A ) T | 2 Је) in 2) 
+00 Aca +00 z2 n +o 2" 
de e a QV Aca) = ——— | dz e^H =) dz D,, (z) = EM 
| TE; ut )- AA | "E Ae | bn (Z) = PA 2n+1 
+00 Re] y Ре А 
T(u,v,z) = 127 Liu d dA e ? H, 44 Acu)H,», G VAcv) f (A)Sin(A z) 
=> "(2n + 1)! H Í „a GN Acv,) 


e Lu P (u /2Ac)D,, Gvv22c AC )Sin(2 z) 
ES Ee (2n +1) TL D,, (vov 2AÀc) 
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Prenons un exemple de fonction paire еп z, et ne dépendant pas deu: 
ze|-a,a 2 Sin(2 a 

ude re 20 
z ê [-a,a] л 


=> J()- 2 [а Cos(A z) = 
жу A 
II vient la solution sous forme d'une série d'intégrales : 


-£ (u? Ly us?) 
T(u,v,z) 24m 1 "UE е2? H, (Ac, (A Acv)Cos(A z)Sin(A a) 
Т, CSS XE ! | AH. (iM Acv,) 
T(u,v,z) = 22 23 j dÀ D, (ux2A4c)D,, (iv /2Ac)Cos(A z)Sin(À a) 


T 


0 


m 22 ! AD, (iv, 2Àc) 


Pour vérifier la justesse du calcul, refaisons le chemin inverse et voyons si la valeur sur la limite 
frontière v=vo redonne bien la fonction limite f(z), quelque soit la valeur de p: 


зн, (V Acu)Cos(A z)Sin(A a) 


T(u, Vo, Z) 
ад Š 
T, Es => zu Í À 
E 
D, Li, Hafen) тоаш). 22% y IL — Beta 
n=0 n. 


Le profil respectivement avec 10 et 20 termes de la série présentent des oscillations 
caractéristiques du développement en série de polynômes d'Hermite, et globalement reproduit la 
fonction limite par palier, ici le profil est obtenu pour les valeurs a=1, с=1, u=2 : 


— Profil (p = 2, z, 10termes de la série) 
— Profil (и = 2, z, 20 termes de la série) 
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Plus les valeurs de u sont importantes plus la convergence de la solution est obtenue en prenant 
en compte un nombre important de termes de la série, ici on prend a=1, c=1, џ=7 : 


Profil (и = 7, z, 5termes de la série) 

Profil (p = 7, z, 10termes de la série) 
Profil (p = 7, z, 15termesde la série) 
Profil (p = 7, z, 20termesde la série) 


En réduisant le facteur d'échelle il est possible d'augmenter le nombre de terme de la série pour 
obtenir une meilleure convergence, sans atteindre les limites numériques des logiciels de calcul 
scientifique comme Mathematica, toutefois on constate encore une lente convergence : 


Profil (и = 7, z, c = 0.01, 5termesde la série, Intégration [0, 5]) 

Profil (и = 7, z, c = 0.01, 10termesde la série, Intégration [0, 5])) 
Profil (и = 7, z, c = 0.01, 15termes dela série, Intégration [0, 5]) 
Profil (и = 7, z, c = 0.01, 20termesde la série, Intégration [0, 5])) 
Profil (и = 7, z, c = 0.01, 25 termes delasérie, Intégration [0, 5]) 
Profil (и = 7, z, c = 0.01, 30 termes de la série, Intégration [0, 5]) 
Profil (и = 7, z, c = 0.01, 35termes dela série, Intégration [0, 5]) 


Les intégrales en z=0, doivent redonner l'unité, mais je ne suis pas parvenu à donner une forme 


littérale en consultant les tables d'intégrales 


connues des fonctions spéciales (Hermite ou 


Parabolique Cylindrique) en laissant la dépendance en u, mais en fixant u=0, on retrouve bien 


l'unité, comme suit : 


À 2 
e? H. (V Acu)Sin(A a) 


T(uv,0) 2° 1 T 
dÀ 
EI 
T(u,v,,0) = 52 1 | 3i D,,(V2Acu)Sin(2 a) 
Т, п=0 Zr n ! A 
(2n) "o, Sin(A a)_ T 
D,,(0) = CD <= dÀ — 
? 2" n! | А 2 
70,00) _ 52 s 20) T E ` )_ PS 
T, Л n=0 2" n! 0 n=0 
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A titre d'exemple le profil en р lorsque z=0 est censé redonner l'unité, numériquement on constate 
de nouveau que la convergence est lente, présentant également de fortes oscillations. Le domaine 
où la convergence est la meilleure se situe sur les petites valeurs de р, sauf autour de 0, et va en 
s'élargissant avec un plus nombre de termes de la série : 


— Profil en palier z = 0 (y, 10termes de la série, intégration A sur [-5, 5], échelle = 1) 
— Profilen palier z = 0 (y, 15termesde la série, intégration A sur [-5, 5], échelle = 1) 
— Profilen palier z = 0 (y, 20termesde la série, intégration A sur [-5, 5], échelle = 1) 


Prenons un autre ие avec ипе fonction ае Dirac comme fonction limite : 


mu, z) = 6(z)=> f(A)= — -1 fæst )Cos(Az)= — 
-Ac(,2 -v2 +v?) 
Р 28 1 Fe? H,, (V Acu)H,, (i Acv)Cos(A z) 
ка 25 51^ ЖОРУУ 
2 253 D, (ux 24c)D,, (iv42Ac)Cos(Az) 
ТОБУ) A = 2.75 fa D, (Gv, vy 2Ас) 


T(u,vy,z)- 12 2 эз Í die а. (AcuyCos(Az) 


len ! 


Та) 4275. 


25 


2Àc 


(22) 
La valeur де Іа solution еп SE et v=voest bien infini : 

â =u 2Àc — А? = 2си?А 

дад = cu” dA 


2n 


2n 


=> [ал Р„(и/2Ас)= t 
0 си 


œ п-1 
[а= D,,(z) = Z 7 EEN 
j (E 


= "L 1 
8 2 452 (7272 73 
T(u,v,,0) = — [ад АР, (A) = > 
си? ET zi Ул cu^ $ 0 SE) 
2 
[ 3.3 _„ J 
N 221 ° ^A M 
Or Lim — 2 = +00 


La valeur de la solution en z<>0 et v-vo, s'annule, mais il n'est pas judicieux d'utiliser la valeur en 
u=0 pour le prouver, car la forme est indéterminée : 


24/2 & 


и =0,2 z 0= T(0,v,,z) = » DC) [44 Cos(À z)=> [dA Cos(Az) indéterminé 
л 0 0 


п 
п=0 2°п! 
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Tout du moins on le constate numériquement, par le profil 3D z,p variable : 


2 


Et de méme pour le profil еп z pour р=2 qui reproduit méme imparfaitement, le profil de Dirac 
avec prise en compte d'un nombre croissant de termes de la série : 


— Profil Dirac (p = 2, z, 5termesdela série, intégration sur [0, 100], échelle = 0.01) 
— Profil Dirac (p = 2, z, 10termes dela série, intégration sur [0, 100], échelle = 0.01) 
— Profil Dirac (u = 2, z, 20termes de la série, intégration sur [0, 100], échelle = 0.01) 
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Finalement calculons l'intégrale de la solution sur tout l'espace де z, pour une valeur u donné, раг 
exemple р=0, il vient la valeur 1, comme suit : 


[& Tavo) 22.9 É 2n 2Ас (Az) 
Ze л 50 2"и 
+N +00 | 
[а | ад D,,(uW2c)Cos(1z) »j үү Је Cos(Az)- 2 2 [ AD Gr 2Àc)Sin(A N) 
-N H 
Ech ? dASin(A N) Sin(A N) _ x 
u = ES D,,(0)Cos(2 z) = к е YN ja SEIL E 


— Lim Í dz [ал D,,(0)Cos(2z)=7 D,,(0) D,,(0)=(-1)" ^ 
N H. 


N->+œ 
= 0 


s 242 z 2 D, (0) (= DC Ca) 
=> [42 T(0,v,,z)= 27 — 2 
Je Ser 22, 2" p! Ee 22" (n 


La solution semblent donc bien reproduire la = limite de Dirac. 


Prenons un dernier exemple avec une fonction limite impaire en L et z : 


-1 ze [— a,0] i [ 0] 
f(u,z)-41 z e [0.4] < EE 
0 zel-a,a] n e|0+=] 


2 (1 = Cos(A a)) 
A 


l2 703-2 ja Sin(az)= 


II vient la solution sous forme d'une série d'intégrales, d'après les expressions générales établies 
dnd : 


25 Liu 1 Dona (u V 2Àc )D;, 4 GV V 2Ас )/ (A)Sin(A z) 


T(u,v,z)= 
dee Ул fa (2n+1) D. tal lie? 
avec (Л) = 2 dz Sin(2 z) = 2 (үз (Да) et Г, = Í dz D,,:1(2) = 2" Va ch 3 : -n; J 
т, zÀ d (2-я) D MEE 
2 
3 
Ете SEI | E, Tos Í m D, (x 2Ac)D,, (iv /2Ас )Sin(A z 1— Cos(A a)) 
d. F (2n +1) 0 AD,, | ( Vo У24с) 
3 zl eil 
SE 241 эдэд "эд | +оо А А SS 
Ce GEI 2 2 2 faa D, (uv22c)D,,.(Gvv22c)Sin(2 z 1 Соѕ(да)) 
л 


т=0 `É _ п an та 1) 0 2D,,1GV0V22c) 
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Dernière exemple : prenons une fonction limite paire en р et z de la forme : 


_)1 2 e[—a,a] Е аф _ 2 Sin(Aa) 
mail — uc. = 
ы ©, Sin(Aa) D, (uN2Ac)D,, (v /2Ac)Cos(Az) E o , 22 д 
TGV 2) = TE ==) e? [ da => D j | dà f.,(@)D,,(@) 
= /2Аси Tu 
‚а (STD E j,@=e "7 
` 2Àc 
P 4 Sin(Aa) D, (uN2Ac)D,, (v /2Ac)Cos(A z) Ç n e" " 
= Tuv) o TE 25 5d Га > SE Í dà e 2 D, (@) 


On utilise des s d'intégrales définies données раг 1.5. Gradshteyn and I.M. Ryzhik < Table of 
Integrals, Series, and Products », 7ëme édition, 2007 : 

3) 

2 


7.725.3= Í dx e "D,, (V2x)= (- 2)'/2 SÉ + JC - 1) С + e 


1 
R —— 
e(b)> > 


+00 3 d 
erreur dans LS. Gradshteyn and L.M. Ryzhik« Table of Integrals, Series, and Products »— | dx ere Du (V2x)=(-2)" (+203) СЕ 
0 


Ух 2 
En transformant ces deux expressions, on obtient : 


X = V2x = хах = хах d cm. 
V2 
-(=3) 


7.725.3 > || dx Xe > D, Œ) = (-1y 2742 ab + 3c - 1) С + z) | 


7.725.4 > | dx ° uQ )=(- zl, + ac = DIC + pem Re(b)> a 


1 
Re(b)» -— 
e( )> 2 


= j dx Xe D, Œ) = (1) Siet + 3 (ав – 1)" (4b +1) (e) Re(b)> = 


CES Г(2л+2)/лт _ de -a = [ез Se p, G) = (1) хт ni) (ар -1y (4b 4-1) C3) 


2 T(n +1)2?”"! m 22n4 


1 
|. Ez l age quii l 
77254— | dx e * D, (G) = de \s- J кеф)>—— 

| j V2 2 2 2 2 


= Í dx e p, (X) -(-1y2" r^ + Le — 1) (4b +1) (=) Re(b)> - 


о) ENE _ Ул Gr ч) Tenn G = Cr te yel 


(np! 2?! (n-1) 2"! (n—1) 
La solution devient : 


_ V2 58 CI) € „„ D, GN 2Ac)D,, (vN24c)Cos(Az) Sin(Aa)(2b _ ,Y'( 2b 45%) 
МӘ D, (240) | e ) = 
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Exemple : problème extérieur concave, inhomogène de Dirichlet en v-v; , dans un domaine 
parabolique, de hauteur z infinie. 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet sur un demi-espace (v >vo, -co<p<+c) plein parabolique 
limité par la courbe v= vo de hauteur z infinie.. Cet exemple est directement traité dans l'ouvrage 
de N.N.Lebedev < SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, 1965 ». Sur la face v =vo les 
valeurs sont également fixées par une fonction dépendante de џ et de z. 

15 + 


il 


À 
ШІ 


IN 


[Ц 


fl 
Ш 
[| 


[ 


T 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (u, v,z) s'écrit sous la forme 
1 O'T(uv,z) OT(uv,z)) O'T(uv,z) 
2 2 2 2 * 2 * 2 
c (и +у ди ду Oz 
T(u,v,z)| у fini c facteur d'échelle 
T(u,v,z), „= f nz) 
LE [— оо, +оо] ; velvi tœ) ; z E(=00,+œ) 
Dans l'exemple précédent on a abordé un problème de même nature. Il résulte des calculs très 


similaires, de la séparation des variables, de la forme sinusoïdale de la fonction en coordonnées z, 


de la finitude globale de la solution, que La solution s'exprime alors sous la forme de produits de 
fonctions des variables u,v comme suit : 


T(u,v,z)=D,(V22cu)D , ,(V24cv)(G, „5їп(А. z)+ P, ,Cos(2z)) 4 >0,m = 01,2... 
En supposant la condition aux limites f(u,z) 

Si f(u,z) paire > f(u,—z) = fu, z) 

= T(u,v,2)=E,,D,(N22cu)D , .(N2Acv)Cos(A z) 

Si f(u,z) impaire > f(u,—z) = —f(u,z) 

= T(u,V,2)=E,,D,(V24cu)D ,, (N2Acv)Sin(A z) 


= 0 
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Supposons maintenant que la fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de 
Fourier dans le cas d'une fonction paire en z par exemple : 


f(u,z)= [dA f (A, u)Cos(a z) > f (å, u) = Z fdz f(u,2)Cos(az)= - [а f (u,z)Cos(2 z) 


Et que l'on puisse de manière équivalente représenter la solution avec son spectre de Fourier en z, 
alors en tenant compte de toutes les valeurs propres possibles venant des coordonnées 
paraboliques propres, on peut écrire la solution sous la forme d'un développement en série 
d'intégrales de Fourier, comme suit : 


T(u,v,z)= YE, | dA Р„(/2Аси)р_„_\(/2Асу)Сов(А z) 

m=0 
Avec les fonctions d'Hermite, et la condition aux limites paire; la solution s'écrit également à l'aide 
de sa transformée intégrale de Fourier: 


2? 


_т _т Асп? m+l _Acv? 
D,(2)=2 "e SCH 4)». (23cu)-2?e 2 H, (Маси) =D, (24e)=27e 2 HA 
= T(u,v,2)=Y [але xx 0, Te A ejen d 


m=0 0 
Soit en posant : 


T(u,v,z)= [aa Т, (u,v)Cos(2 z) 
0 

Avec T,(u,v) Ric À comme une série de fonctions d'Hermite 

Т,(и,у) = 32 

La respect dc la condition aux limites en v= um v : 

T(u,v,z)| „= f (z, Pa E: 


L'orthogonalité des fonctions de Hermite donne la valeur du coefficient : 


Ae(, "o, 


Q. H, (Удсш)Н na (VAcv) 


C(u? tv? 


о, „H, (VAcu)H „  (VAcv)= F(A, m) 


+œ _ Ac 2 +œ _ Ac 2 m yy 
Orthogonalité => [аи e? H „(JAcu)H „(S Ac u) =д„„ [аи e? (H, (0) = Ô m,n d 
b 52 c 


[due ?" FA, DH, (ru 


D T CE = 
Í pa H , (Acv) [аи е^ Di. cn) 


4% 2 
—v 

0 
2 +00 


Асе 


204 m n [аше 2 аон Ae) 


Асу) 
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La solution formelle s'écrit alors pour une fonction paire : 
= DES о [ NE 
>” ?'"mMzH H m P 


—00 


72" T(, uH, Gäert 


T(u,v,z) = Í De? i m = AE) Cos(A z) 


m=0 
ie Efu? +v? -vo Ae a? 
E Y Í da Ace 2 ju (V Acu)H _ „e (V Acv)Cos( Az) Í da 22? TOU Ted 
m=0 2" m e H At M Acvo) —o0 


Oso)» 2 [dz f (n, 2Cos(A z) 
л 0 


Dans le cas ой la fonction limite n'est ni paire, ni impaire, il suffit de décomposer la fonction limite 
en ses parties paire et impaire, soit : 

fu. z) = f,(u,z)+ 5,2) 
j = Bäll 


IO 5 flu, z) = Ku, z) QU 
ce qui donne donc par principe de superposition, la solution formelle suivante : 
T(u,v,z)- 
+ < (u _ 
= 1 f Ace ? op 1.0 ешн. (V Acv)Cos( Ax)" a сы 
dA m SE dae? А,о)Н  (N Aca) + 
= 1 SCH —m- ac Асу,) | LX l gé 
Е Jr -2 (u? +v? -v 
3.114 ле Ace ? н (VAcu)H_, (V Acv)Sin(Az)* — = 
+ dÀ m m-l da e ? f;(2.a)H (NJ Aca) 
2 | H 4 (N Асу) | 


ауес f,(A,a) = E dz (f(a,z)- f(a,-z))Cos(Az) f(A,a) = EN dz (f (o1, z) — f(a,-2))Sin(2 z) 
л 0 л 0 


Exprimons ce résultat à l'aide des fonctions Paraboliques Cylindrique D, il vient : 


2 &? Аса? 34 SE | & | dà 
& = 424 Aca = — = D (@)=2 "е ^H | —| et аа = 
A 2 а ) т J2 J2 ER 
2 2 Di p 
B= dien => T= х D (ï)=2 "e * H GG 
Posons 3 > ы 
V = V2 лае 24 (7) = Sa Gg 
A 2 Gs 
= 2 2 V 
L V Асу o 
V, = 424 ÀAcv, > 0 = – 0 V 2(m+1)/2 ^H, 
0 0 4 2 -m- 1( Vo) = SC 
2 BE D „DD. , (9 )Cos(A z) ` z 
! З == | dÀ e ? faa у, (4,&)D, (&) + 
—T(unvz-—— RIE 


J2z S ja DOUD. (?)Sin(A z)* 


mco m! 5 D. (Vo) 


jeg /,(4,&)Р„(@&) 


avec 4.7 => Í dz (f(&,z) + f(&,-z))Cos(2z) f(A,&)= 1j Í dz (f(&,z) — f (&„-z))Sin(2 z) 
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soit le résultat suivant : 


y D EH ` @VZe)Cos(1 z)* 
Soit T( у= a> AH _m-1Vo V240) "x £,(,8)D, (G) + 
Ol Hu, V.Z 
D 4 Vo C Le 


Comme dans l'exemple d considérons la séparation compléte des composants par parité 
dans chacune des variables : 
Ju, z) = f. z) + f ,(u,z)+ f. (u,z)+ f (uz) 

/@,5)+ f(,—2) + f( 4,2) + f(— u,—2) = nye: Ju, z) + f(u,—z) — f- u,2) — f( — 4-2) 


fuu z) = 4 E: 4 
f, (u, = PRIMES EI 4,2) — fC— u,—2) PRO LE J(a,—2) £ 4,2) + f( — u,—2) 


Chacune de ces fonctions exhibent une propriété de parité particulière vis à vis du couple de 
variable (z) respectivement. Si nous désignons par £,=+1 et є,=+1 les parités respectives, alors la 
solution intégrales s'écrivent : 


T si €, =+l 
2?"(2n) g 
x 
th — si g€, =—1l 
2? (2n +1) S 
du dë la ete) H,,JAcu)H ,,,(VAcv) si €, =+1 
_ ce 
Ze i: (H:V,2) Е Tr 2, H anni ( V Acu)H_,,_,( M Асу) si En == 
= x 
x [ dA H ,4(VÀcW) si &,=+1 
0 Н_5„›(МАсум) si Sec) 
Cos(2 z) si &,-41| "e E 
x doe? A,a)H | V2ca 
= z) Si E, =— НЕ Í fs s.l ) Iu. ENK 


Cos(Az) si є, = +1 
Sin(Az) si €, =-1 
Avec les fonctions Paraboliques Cylindriques D : 


avec T. И (4,0) = 2 dz f, А 2) 
дёд л r u rz 


SE si £€,=+l 
(2л)! S 
x 
1 : 
———- si &,-—-1l 
(2n +1) “ 
la | (D, tie „(у 226) si є„=+1 
Ee eg Z Dani(Uv2Ac)D 3, (у?е) si e,=-1) 
x [aa D,,(09V24c) si e,=+1 
0 D;,5,(VN2Ac) si &,--1 
Cos(A z) si E€ = + 
x da A,G)D AN2A 
DI. Si €, = —] > Í Л, B ( ) g к, li. d S 


Cos(A z) si = 


m 2+2 
avec 2,a)=— | dz f, , (а,2 
ER ) T | J: ( |, si E, = —1 
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Première simplification : 
Supposons tout d'abord que les fonctions limites sont « produit-séparables » avec une fonction 
paire en z, alors la solution devient: 


f(u,z)= FDS) => J (1,4) = F DTA) 


SI -y? vo? ) 


r s. (Acv) F (2)Cos(2 z) ` 


T(u,v,z) = Ge fa Vace tee 25 Cie Acc 


H. lien) БА 
s D, (uN2Ac)D . (v /2Ac) f. (ADCos(A z) 
T(u,v, mA "IL O ? jua s, (&)D, (&) 


avec S E Í dz f.(z)Cos(2 z) 
л 0 


Et une fonction impaire : 
J(u,z)= f„ (u) f. (2) 


TEEN 


Асе 


„оь (Acv) F (4)5їп(А z) ` 


г) == Logis fa 


T da at F (H, Sica 


—m- D Aev,) —oo 
T 1 < 1 7Ô7 D што. av A2Ac) f. (A)Sin(A z) ` Se 
T(u,v,z)= о | dÀ E d dë f,(&)D, (&) 


avec тоза Í dz f.(z)Sin(2 z) 
л 0 
Deuxiëme simplification : 


Simplifions encore un peu plus le problëme, en supposant que la fonction limite ne dépend pas de 
la variable u, dans ce cas pour une fonction paire en z par exemple, il vient : 


IAM 


Jace H (NV Acu)H , (NAcv)f (A)Cos(Az)' E , Zei 
T(u,v,z) = - 4А т =m-1 dae? H (Nica) 
ic Í H „ (V Acel | 
2 Aca? Ee z 
Posons z=4V24V2ca = E es D (2) 22"e ^H 5) 
4 T ) n J2 
+00 Ac 2 1 +œ z? Es +оо О si т= 2п+1 
dae? H (Vâca)=_> [ае ^H £) =“ |4= D (у= ' 
| S /з./Ас 1 (5 V Ac | xa 52 qa QU si m=2n 
A Ac n! 


(a +v2—vo 


a, Жж ООО ООС. 
Н, (V Acv,) 


T(u,v,z)- Ka la? 


avec f (A 


= - fa f(G)Cos(2 z) 
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et pour une fonction impaire : 


_2e( „2 +v? =v 


+оо +00 2 ei ~ е 
T(u,v,z) - V2 X | ал © Нысан s DH iu 


avec f )=2 fer f (2)Sin(2 z) 


Prenons un о de fonction paire en z, et пе dépendant pas deu: 
el—a,a r j 

fa, z) = 475 rose Cos(Az)= 2 Sin(4.a) 
z e[- a,a a] 7 п À 

II vient la solution sous forme d'une série d'intégrales : 


js Шз Ж ЖООЛУ a aAa 


Tav ge- “br | dA EE 
D,,(uV22c)D ,, ,(vN2Ac)Cos(A z)Sin(2 a) 
diu 2 n=0 28 ! Í d AD 5, ,(VosN24c) 


II est facile d'étendre au cas du probléme de Dirichlet extérieur tous les exemples présentés dans le 
cas du probléme intérieur. 
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Exemple : Problème intérieur de Dirichlet dans un cylindre de section parabolique, de hauteur z 
finie, borné en u et v, -Uo< H «po ,O<v <vo , homogène en y, inhomogéne en v 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet sur un cylindre (-Ho < и «po ,0<v <vo) plein parabolique 
limité par les deux courbes у= vo et u =+0, u =-u, tranché entre les hauteurs z=zo. Sur les tranches 
supérieure et inférieure les faces sont à la valeur fixe 0, sur la face v =vo les valeurs sont également 
fixées à la valeur d'une fonction dépendant de џ et de z : 


4 
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Les équations des paraboles limitant le domaine sont les suivantes (réintroduction du facteur 


d'échelle) : 
nm 2 
X = С —— = CUV 
> у=си 
2 2 
2 y y 2 
Ho (c 2 clv Vo 
и=+ m xoc 7 (1) VEN үа S (2) 
Intersection sur l'axe des x 
2 2 
Parabole (2) v=v > r= Paraboles (1) u= +u => x =c =2- 


Intersection sur l'axe des y 
Parabole (2) V=Vv,=y=+t+cv, Paraboles (1) _u=+u, = у= Cho 


Intersection des trois courbes 


2 2 
2 У У 2 
Ho 2,,2 35,37 VO 2 2 2 
C H, Cu 2 y _ Y 2 VE 2 2 
c C > Ho 2. 3 —-3 2 Vo > = Ho Vo 
2 2 C Hy CV с 
и 2 y 
=> y =+Fcu,v, „а D те 
Les" deux" courbes sont symétriques si x = 0 
7 2 2 7 2 
m 2 А . ` . r ` 
х=с cur =0 > u, =V, => y =+cu, et les intersections à l'axe des x sont situées à x = tc сз 


On peut inverser les données du problëme et choisir une lentille symétrique parabolique inscrite 
dans une boite de dimension lx, ly, centrée à l'origine dont les dimensions sont obligatoirement 
2 
21 


= Di SS УЗ 7 Së 
liées par l'égalité ly-2*lx : 1, =сш d, сна. =2/,  quev 


C 
Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (u,v,z) et le problème aux limites s'écrivent 
sous la forme : 


2 2 2 
1 E T(u,v,z) д nea. д T(a,v,2) =й 


cux ёи? SS + 
Tv zl, =T(u,v,z)),_, =0 

Т(и,у,2)] =0 T(a,v,2),- „=0 
T(u,v,.2)|,_, = J (uz) 


u e[- uj] ; ve[0,v,] ; z € [0,2,] 
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En utilisant les développements précédents la fonction en coordonnées z est une fonction 
sinusoïdale s'annulant en O et zo (homogène dans la direction axiale z). Les fonctions en p et v sont 
des fonctions paraboliques cylindriques D introduites par Whittaker-Watson ou des fonctions de 
Paraboliques cylindriques de Weber paires et impaires : 


2 2 2 
Z(z) = asid Z | + aco = = — =пл = Az, = Z(z) = Sin(A, z) 


2 


dcr. o E НЕЕ тии 00 
Z 2 20 
U(u)= А„#,(р,./2А„си) + ВИ, (р,ү2А,си) U(u)= A,D,(J22,cu)+ B,D ON Zen) 


ои 
V(v) - AW (p.i j24„cv)+ B,W,(p,iJ224,c v) V(v) = A,D,G42À,cv) * B,D , ,(42AÀ,cv) 
Comme nous sommes dans un probléme purement intérieur on ne peut utiliser la contrainte des 
valeurs bornées aux limites infinies des coordonnées u,v. Mais une autre contrainte doit s'appliquer 
sur les conditions de régularité du gradient à l'origine u-v =0 . Cette condition se simplifie dans le 
cas où le paramètre p est à valeur entière p=m. 


Toutefois on doit proscrire l'emploi de fonctions paraboliques cylindriques D d'ordre entiers car 


elles ne peuvent être solutions de l'équation transcendantale : тем. KE PEER 9-0 


correspondant au respect de la conditions aux limites homogènes en H= u, et u= Ho, 


II faut donc envisager des fonctions paraboliques cylindriques d'ordre m réel. Dans un premier 
temps on va simplifier la fonction limite en considérant que la fonction limite est paire : 
fCcu,z)= f(u,z) - Cette hypothése permet et surtout impose de choisir des fonctions propres 


paires en u. Si l'on utilise une fonction D, alors l'équation transcendantale est de la forme : 


Í et D ( 2А,с u )+р C 24си )=0- Or cette équation transcendantale est 
pe R p n 0 р п 0 

immédiatement vérifiée lorsque l'ordre v est un entier impair en dépit de la contrainte de réalité 
imposée. Cela rend l'utilisation des fonctions particulièrement pénible lorsque l'on recherche 
numériquement les solutions de l'équation transcendantale. Et dans ce cas les fonctions paires et 
impaires de Weber sont nettement plus commodes, et également notamment pour le respect de la 
condition de régularité du gradient. La solution compatible avec la régularité du gradient devient 


alors : T(u,v,z)- nm Le, 22, cu Ww. p.i [2,c vJsin(A, z): 


Les valeurs propres du paramétre p sont alors solutions de l'équation transcendantale suivante : 


2 
PEN et w| pan ze 2 
20 , La solution se développe donc comme ипе série à double 


indice : 


2 7 
һ=— P. EN et dl LM nal em -o m = loo 
2 


Zo 0 Zo 


+00 +00 W x 7 12А, : 
T(u,v,z) = 2,2, Anne C Pss V 2А„си) IPM ME Sin(A,z) 
n=l m= e n,m? n 0 


La prise en compte de la condition aux limites donne : 


+оо +оо 


f(u,z)= 3934 CAT 2À,cu )sin(A,z) 


n=l т=1 
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L'orthogonalité des fonctions propres sur [-ро о] et [0,20], permet de calculer les coefficients de la 
série : 
Zo +до 
- faz Sin(A,z) [du fai zW.(p, ,.. 24си) 
faz (Sin(A, z) = — —4 =Š GE 
0 


n,m +H, 


| du ln, Bien 


—Ho 


|, 
[ноз (A, 2 ) [au g(u)W, AA wv 24 „си) 
si f(u,z)=g(u)h(z) alors А, „= SE 


| ach Lo, Bien 


— Ho 


| W.(p, mid22,CV) _. 
Sol T(u,v,z) = ISSU. „J24 ; Sint? 
ELLE zu. w Pan E mi) 


si f (u,z) =1 alors [az sin(a,2)= =+ [a Sin(z z)= = z CD 
пл 


n 0 п 
+U, 


Í аши Le, 24, cu) 
-0 A == 


Í du (w. FS 23. ell 


— Ho 


Solution T(u,V,z)= SE? Ansim nm Le, E. 24си) Со asit v) Sin(A,, 12) 


n=0 m= db (2n +1) WP; isl 22,40 Vo) 


Hélas toutes les intégrales des expressions précédentes, y compris les normes ne s'évaluent que 
numériquement. Je n'ai pas trouvé de formules d'intégrales s'y rapportant, méme construite à 
partir des fonctions paraboliques cylindrique D de Whittaker. 


Prenons une fonction limite palier en z et en u de la forme : 
Dos 4 #„(р„„,у24„си)=0 т=1,+0 ДА, = VE 


Zo 


H> 


du W. , /21, 
h(z)=1 si zelz,z,] H(z)=0 si zelz.z,] - Е des „(Pan cu) 
] n,m 


g(u)=1 si peļu, m] h(z)=0 si neu. u 


tuo 


[ аии. (ь, „22си 


0 
Solution Т(ц,у,2) = DE "> a (Gos Q, + )- Cos (Aza) y ( 2А си) 21774 : SEH Sin(2,z) 


e n,m? n š 
n=l m—1 n W.(p„m.i/22„c va) 
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Dans ce même exemple, prenons le cas d'une fonction limite impaire /Си,®)=—/(и,®) Les 
fonctions propres à considérer comme solution sont alors les fonctions paraboliques de Weber 


impaires : T(u.v,z) - W,(p.J2A,c AW, (p.i 2A,c v)Sin(A, z) | 


L'équation transcendante déterminant les valeurs propres et la solution du problëme аих limites 
s'écrivent comme suit : 


P n.m tq W CP ss 2¿,C Ho) = 0 m= 1,+00 1, = aid 
20 
W (р, ,,iJ2À,cv) _. 
Solution T(u,v,z)= — EE i 22„C o 7 = Sin(A,z 
e 22 w, | оо ( ) 


ја Sin( As ) [au f (1. 3, Lo, 2А„си) | dz Sin(,z) [du KOLATAN 2A cu) 
A = — Ho _ 0 


n,m +o *Ho 


| auf, In, 24,cu) | aur (р, ,.2A,cu) 


— Ho 


| az A(z)Sin(2,2) Janet W (pan. Bien) 
si DIS) St h(z) alors A, == 


*Ho 


| du lw, d = 2,cu) 
0 
To 


[аи min 23. cu) 
=0 À = —© 


2п+1,т m 


[ du (w (Panan 2A, cu) 


0 


si f(u,z)=1— A 


2n,m 


| а W, (Ponsim iN 2AomE V) ç; 
Si l t T es = Ar Í Ge 22, о 2п+1,т 2п+1 S. Lons 
olution T(u.v.2)=" 2 2 Ger Ё Егерде 


Prenons ипе fonction limite palier еп z et en u de Іа forme : 
Pun tq Р 22 „C Ho) = 0 m = 1,+00 À, = Td 


Zo 


H2 


du W. ‚/2Җ, 
h(z)=1 si z € [z.z] h(z) 0 si z ë [2,,2, | |4 a SE „си) 


g(u)=1 si uelu,u,] A()=0 si nelu.u;] 


0 


Solution T(u,V,z)= 252 nn [Cos(A,z)— Соз(А„г, ) y ( nm 2^. cu) ы ` SH Sin(A,z) 


n=l m-l n “у i AEN v,) 
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Dans le cas plus général d'une fonction limite quelconque, en décomposant les parties paires et 
impaires de cette dernière il vient la solution : 


2 S SAW К W.(p; s Za cu) Wel P nmi 2ASCV) Sin(A,z)+ 


20 п=1 т=1 WC p, uil 246v) 
T(u,v,z)- [ame 
W (p, ,„ 14/22 
+2 XX EE 
20 п=1 т=1 W (р, mi 2А,су,) 
À пл t Pu tq Be o 2Z1,c Ho) = 0 m= Lie 
n= € 
Zo Pam fq ЙЎ„(р„„„у2А„сш)=0 m =1,+œ 


f.(u,z2) = f (u,z) LE bee f (uz) == 


[dz sin(,2) [ди fis dW. pim, 22си) ја Sin (2, 2 ) [au f. (u,z)W, (о; 2A cu) 


A* = Ho - _ = Un 
n,m Um n,m mm 


[aut ln 22,cu) | aul, o; JBäenll 


— Ho — Ho 


| Dos = g.(u) h(z) 
si alors 
f (u,z)= g_(u) h(z) 
[cios (A, Z NE W. AA mV2À cu) јапон (A, z) ) fang. (u) W. AA wd 24, cu) 
An = == nm = - 


IPTE, I F aul loza zcu 


— Ho — Ho 
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Exemple de valeurs propres dans une configuration de section parabolique symétrique de 
largeur lx pour le problème aux limites paires: 


En prenant: z,-5;l-1; c=1; He | 21, , A =n m/z , l'équation transcendantale étant : 
c 


|2пл с плі 
w| pas ES nell É ) 
Zo Zo 


voici, le jeu de valeurs propres 

X= п/5 ->p „= (0.562707,8.53124,24.2483,47.8126,79.2295) 

A= 2n/5 ->р, „= {0.146287,4.30977,12.1825,23.9677,39.6773,59.3131,82.8755} 
A= 37/5 ->р, „={0.0460522,3.0335,8.30083,16.1599,26.6335,39.7242,55.4325} 

À = 4 n/5 ->р, „= (0.0149438,2.48997,6.46829,12.3636,20.2183,30.0359,41.8168) 
А, = п >p, „= (0.00480689,2.232,5.45807,10.1744,16.4562,24.3089,33.7329] 

À = 67/5 ->p „={0.00152014,2.10677,4.86038,8.79137,14.0226,20.564,28.4157} 
À = 71/5 ->р, „= {0.000473091,2.04715,4.49769,7.87132,12.3499,17.953,24.6805} 


Il 
© 


Pour illustrer la reproduction d'une fonction limite paire par le systëme de fonctions propres dans le 
cas d'une fonction limite en palier : 
Pam tq W, (».... 24.0,]- 0 m=l+o 4 = 


Zo 


H» 
d W, 2 24, 
h(z)-1 si zelz,z,] h(z) 0 Si zg [2,,2,] |+ Е ] H dÉ cu) 


g(u)-1 si uelu,u] h(z)=0 si uelu,u] e 


Í dul. o. Kan 23,cu) 
0 
Solution  T(u,v,z)=— ES Cos(a,z m Cos uz) ( M nsu) „a BREY) sut) 
n-l m= e nam? n 0 


+00 +œ 4 ml Cos( (4, „2\)— Cos(A,z, )) 


—T(u,vo,z) = SE? 


п=1 т=1 


Voici les profils enn pour v=vo, zo-sqrt[10], z,=z,/3, z;-2zy/3, ui-uy/3, uz-2uy 3 : 


W, ( n,m? 22,cu in (2,2) 
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Exemple de valeurs propres dans une configuration de section parabolique symétrique de 
largeur Ix pour le problème aux limites impaires: 


En prenant: z,-5;l-1; c-1; He | 21,, À =n r7, , l'équation transcendantale étant : 
c 


[2nx c nzl 
[Ж Eum n Jew (os. E = E 
0 0 


Voici, le jeu de valeurs propres 

X, п/5 -»p, „= (3.6035,15.4097,35.049,62.5394,97.883,141.08) 

A= 2n/5 ->р„„= {1.80999,7.75927,17.5848,31.3318,49.0044,70.6034,96.1292} 
A= 3n/5 ->р, „={1.31302,5.34769,11.9039,21.0696,32.8517,47.2511,64.2684} 

A= 4 п/5 ->р, „= (1.12611,4.24803,9.17165,16.0457,24.8817,35.6809,48.4436] 
A= п ->р, „={1.05017,3.67313,7.6217,13.119,20.1862,28.8245,39.034} 

A= 67/5 ->р, „={1.01931,3.35744,6.66551,11.2433,17.1295,24.3261,32.8327} 

X= 71/5 ->р, „= (1.00717,3.18364,6.05048,9.97023,15.0108,21.1763,28.4657) 


Pour illustrer la reproduction d'une fonction limite impaire раг le système de fonctions propres 
dans le cas d'une fonction limite en palier : 
P n.m tq W, EEN 2À,C Ho) = 0 m= 1,+00 А, = E 


Zo 


Ho 
du W. „4/24, 
h(z)-1 si zelz,z,] A(z) [аи Le cu) 


= = Hi 
g(u)=1 si uelu,u] A(z)=0 si «elo =^» faut be - 


0 


Solution T(u,v,z) = — 23 Y e „(Соз(д„а)- Cos uz.) ( T" Dieu) w. SSC? C 2724) sns 2 
n=l т=1 n ИАР, „і „С Vo 


233 A, „(Соѕ(А,2,)- Со) ( 


n-l m-l n 


=> T(u,V,,2) = 2,cu in(A,z) 
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Voici les profils obtenus pour v=vo,zo=sqrt{10], z:=z0/3, z2=2z09/3, ui-uy/3, U2=2U0/3 : 
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Exemple : Problème intérieur de Dirichlet dans un cylindre de section parabolique, de hauteur z 
finie, borné en p et v, Has H «po O<v «vo , homogène en v, inhomogène еп u 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet sur un cylindre (-uo < H «uo ,0<v <vo) plein parabolique 
limité par les deux courbes у= vo et u -*po, и so, tranché entre les hauteurs z=zo. Sur les 
tranches supérieure et inférieure les faces sont à la valeur fixe O, sur les faces u -* uoa H =-Ho les 
valeurs sont également fixées à la valeur d'une fonction dépendant de v et de z : 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (u, v,z) et le probléme aux limites s'écrivent 
sous la forme : 


1 ОТ (ц,у, 2) O?T(u,v,z) O?T(u,v,z) 
2[,,2 2 2 + 2 + 2 =0 

c (u +v ) ди ду Oz 

T(u,v.z) = T(u,v.z), 2, = 0 T(u.v,z), = Ü 

T(u,v,z) = f (v. z) T(u,v,z), = fh (v,z) 

uel ot] ` velov.] ; zel0,2,1 


H=H0 =—Ho 
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En utilisant les développements précédents la fonction en coordonnées z est une fonction 
sinusoïdale s'annulant en O et zo (homogène dans la direction axiale z). Les fonctions en р et v sont 
des fonctions paraboliques cylindriques introduites par Whittaker-Watson ou des fonctions de 
Paraboliques cylindriques de Weber : 


2 2 2 
Z(z) = asud TE) F Bco ZE. => E =пл = ¿z => Z(z) = Sin(A, z) 


2 


AT, ке НЕЧЕ T 00 
20 2 20 
О (и) = AW, (pi22,cu) + BW (р, {2А,си) U(u) = А,Р,(142А,си)+ B,D , ,(J22,cu) 


ои 
И (и) = AW (p, J2A,c v) + B.W. (р, {/2А,су) V(v) - AAD,QJ2A,cv) * B,D (i J22,cv) 
Comme nous sommes dans un probléme purement intérieur on ne peut utiliser la contrainte des 
valeurs bornées aux limites infinies des coordonnées u,v. Mais une autre contrainte doit s'appliquer 
sur les conditions de régularité du gradient à l'origine u-v =0 . Cette condition se simplifie dans le 
cas où le paramètre p est à valeur entière p=m. Toutefois on doit proscrire l'emploi de fonctions 
paraboliques cylindriques d'ordre entiers car elles ne peuvent étre solution de l'équation 


meN et 


transcendantale : E Vi) F J correspondant au respect de la conditions aux 


limites homogènes v = vo. 


Il faut donc envisager des solutions d'ordres réels . Dans un premier temps prenons l'hypothèse que 
les deux fonctions limites sont identiques | f(v,z) = f,G(v,z) = f (v,z) .Cette hypothëse permet et 


surtout impose de choisir des fonctions paires en u, qui conjointement à la régularité du gradient 
impose une fonction paire en v (même si v est toujours positif) . Si l'on utilise une fonction D, alors 
12 ; Л еМ 

l'équation transcendantale est de la forme : I B i d D, ( lane DD D, C Ае v,)- o et 
dans ce cas elle est immédiatement vérifiée pour les ordres (ou indice) pairs qui ne sont 
évidemment pas des valeurs propres du probléme aux limites. En revanche les fonctions paires et 
impaires de Weber sont plus commodes. 


Cette hypothèse permet donc de choisir des fonctions paires tant en u qu'en v. La solution 
compatible avec la régularité du gradient devient alors : 


T(u.v.z)- W.(p.i42A,cuW. (р, 24, v)Sin(A, z) 


Les valeurs du paramétre p sont alors solutions de l'équation transcendantale suivante : 


2 
Pm,n gN et [Ж "лс „|+ 


Zo 


La solution se développe comme une série à double indice : 


2 d 
1, = x Pn,m gN et [Ж — el — Е т = 1,+о0 


20 20 


ee W 2A, Н 
T(u,v,z) = УУ А, EE Ss, SCC i sn.) 
п=1 т=1 е n,m? n 0 


La prise en compte de la condition aux limites donne : 


гозо) 2 Y A, „Wp. „s Bin ]Sin(A,z) 


п=1 т=1 
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L'orthogonalité des fonctions propres sur [0 ,vo] еї [0,2], permet de calculer les coefficients de la 
série : 


fa sin(a,2)f dv fW. dW le, Biel 
f dul d ien 


Jewemdacla g(u) ml... Biel 


Si f(v,z)=g(v)h(z) alors A, „=` 
[acr Áo. 2a 


n,m 


| nl „14122A си) | 
Sol T =— A 2, =" Sin(A, 
olution T(u,v,z)= = 22 7 (р, av)? "i ЖЕЛЕТ y in( „2) 
si f (u,z) = 1 alors ја Sin( À, z) 1 faz Sin( (z)= ZI у =z E у 
пл 


n 0 


fan W, (оа, DEI 23. el 
[aur (pana. m? V 22. el 
Solution Tt, = 5S Ans, m ml, Sp EC ë v) Wu ol 22,40 H) Sin(À,, z) 


n-0m- SE (2n +1) WD. noi 2, Ho) 


= Hn = 0 А» = 


Dans ce même exemple, prenons le cas d'une fonction limite impaire Лб,2) = (0,2) = f (v. z). 
Les fonctions ea à considérer comme solution sont alors les fonctions paraboliques de Weber 


TER T(u, v, z) = И (р, 4/2А,с v)W,(p.i.J2A „cu )Sin(2, sl 
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Et la solution du problème aux limites impaires est la suivante : 


D,» 19 Ww, ( 2с v, )=0 m = l,+œ 26 


20 


Solution T(u,v,z)= " D A, ml pe a и) ы) 


| dz Sin z)| dv SDW Др, Biel 
0 
[aur d| Se NW) 
ja: ози)» g(u) TEE en 
Si f(v,z)-g(v)h(z) alors A,,-- 
[acr _( НЕ PAev) 

fan W, (Panan 23. cv) 

[aur E Ji. ell 
Solution T(u,v,z) = I ion mp Le, Б NY v) W, (Рат: 222.1 Uu) Sin(A,...z) 


n=0 т=1 (2n +1) W СРУ з і 22,40 Lo) 


n,m 


=0 A 


si f(u,z)=1lalors A 


2n,m 2п+1,т = 


Dans le cas plus général des deux fonctions limites quelconques, еп recomposant des parties paires 
et impaires à partir de ces dernières, il vient la solution : 


ZSS А, pim Чох) Klee lc 


E wee ros Ae) 
КС 42% nm Le i 2À.c u) А 
E => Wo. wd 24 v) Ste NX а 


20 


3 пя Pam 4 Wu 2A,cv,) 20. т= lot 
„== et 
DA tq W (np. V 2А,су,) = 0 т = 1,+00 
(u,.2)+ ‚2 ‚2)— „2 


[а Sin e) dv fv. tr le. Biel [а sin(a,2)f dv f(v.z)W, Lo. Biel 
= H — © 


јани (оа) | Ср) 


$ | к Ca g, (u) h(z) 
si alors 
J-(u,z) = g_(u) A(z) 
[acis ) | av g(u) nm Le. Biel јаниб) av g(u) nm le. Biel 
A* = H A = 0 


n,m 


[aure fev И СЕЕ) 
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Exemple de valeurs propres pour le problème aux limites paires: 
En prenant: 2,=3; 1,=1; с=1; v,= | 21, , X =nn/2,, l'équation transcendantale étant la suivante : 
C 


12 I 
Pm,n é N et ” par — aset E 2 
Zo Zo 


Voici, les 7x7 valeurs propres des fonctions paraboliques cylindriques 
À= 1/3 ->P „={0.220705,5.12778,14.5679,28.7088,47.5598,71.1225} 

A= 2n/3 ->p,,={0.0316343,2.80387,7.55317,14.6269,24.0531,35.8346,49.9721} 

) 7 п ->р, „= (0.00480689,2.232,5.45807,10.1744,16.4562,24.3089,33.7329] 

À) = An/3 ->p,,={0.000699227,2.06223,4.59917,8.13926,12.8439,18.7287,25.7937} 

A= 57/3 ->p,,={0.0000978344,2.01477,4.22754,7.07992,10.8332,15.5323,21.1786} 
1=27->p,,={0.0000133373,2.00312,4.0766,6.5126,9.63113,13.534,18.2302} 

À) = 77/3 ->p,,={2.0006,4.02254,6.22085,8.89772,12.2266,16.2389,20.9333} 


Exemple de valeurs propres pour le problème aux limites impaires: 
En prenant: 2,=3; 1,=1; с=1; у= | 21, , À =n r7, , l'équation transcendantale étant la suivante : 
c 


20 20 


Pm,n gN et [Ж 2820 Laser) zm 


Voici, les 7x7 valeurs propres des fonctions paraboliques cylindriques 
À=n/3 ->p „={2.14714,9.26195,21.0498,37.5454,58.7522,84.6709} 

À=2 п/3 ->P, „={1.23099,4.89359,10.7964,19.0456,29.6494,42.6089,57.9244} 

A= т ->р, „={1.05017,3.67313,7.6217,13.119,20.1862,28.8245,39.034} 

A= 41/3 ->p,,={1.01001,3.2303,6.22698,10.3442,15.6387,22.1137,29.7684} 

A= 57/3 ->p,,={1.00181,3.07059,5.54944,8.83804,13.0642,18.2372,24.3564} 

À = 27 ->р, „={1.0003,3.01894,5.2243,7.9761,11.4833,15.783,20.875} 

À = 7n/3 -»p, „={1.00005,3.00449,5.08104,7.48357,10.4771,14.1473,18.5011} 
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Exemple : Problème intérieur de Neumann homogène en u, de Dirichlet inhomogéne en v dans 
un cylindre de section parabolique, de hauteur z finie, borné en p et v, -uo« и «po 0<v «vo 


Soit le probléme aux limites de Neumann homogène en y, de Dirichlet inhomogéne en v sur un 
cylindre (-uo < и «uo ,0<v <vo) plein parabolique limité par les deux courbes v= vo et u =+HMHo, H =-Uo 
tranché entre les hauteurs z=zo. Sur les tranches supérieure et inférieure les faces sont à la valeur 
fixe 0, sur la face v =vo les valeurs sont également fixées à la valeur d'une fonction dépendant de u 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (u,v,z) et le probléme aux limites s'écrivent 
sous la forme : 
1 O'T(u,v,z)  OT(uv,z)|). O'T(uv,z) 
2[,,2 2 2 + 2 + 2 =0 
c (u +v ) ди ду Oz 


Т(и,у,2) = T(u,v.z)._. zi Deed 


20 OT(u,v,z) 
H= Ho Cu 


va, = S (uz) u e|- s+] š v € [06.v,] : z € [0,z,] 


-0 


H=—Ho 


T(u,v,z) 
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En réalisant des calculs similaires et dans le cas plus général d'une fonction limite quelconque, en 
décomposant les parties paires et impaires de cette dernière il vient la solution : 


МИ Е W.p; i 2 cv) … 
SEO Denke re mre is 


‚К w, (ozni Zaev] i Ens 
= Kg = [2] Dn „СУ D 0 
= a or eom Sin(A, 
ME 2.2, п,т p; NE E in( z) 
ай (In, dWAp, 
MO) _ z w (pz)-(1+ pW,(p+1,z) ou “# АРЕ) pp (p 1 2)- рз) 
Comme = opt ) aw, ) d 
— P= W,(p,z)+W.(p+1,z) ou E Z =W (p-1z)- 5W,(p.z) 
dz 2 dz 2 
Pam ta LACS Abe) o o p [e (p 2A,c )- (1+ pi, Wen; +1, 2A,c tt, )=0 m = 1,+0 
u 
Pam t4 on m Zen =0 <> ү W, (р>; 2A,„c tt, + ГАР +1, 24,cu)= 0 m=1,+œ 
u 


TI f (u, 2) а js f (u, z) SE 


faz Sin(2,z) | du PATATE 22си) je Sin(a,2) | du ULAIA 2a cu) 
0 0 — 0 0 
+ Ho nam ` +u 


[ аши; 24си] | della 22,cu) 


P no = g, (1) h(z) 
f (u,z)= g_(u) h(z) 


s — 
A. Fa 


alors 


Tétines) Гара G0 m.p, 27,60) | ecntosin(4,2) [ana сотр.) 
A* = 0 0 A = 0 0 


n,m m n,m +U, 


| aur oz. | [ du o; Biel 
0 


0 
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Voici les valeurs propres obtenus pour v=vo, zo-V 20 (30x20 valeurs), notons que la première valeur 
propre est négative, mais que le tracé de l'équation transcendantale prouve qu'il n'y a qu'un 
nombre restreint de valeur propre négative (en l'occurrence une) et cela est conforme aux résultats 
classiques de la théorie de Sturm-Liouville. Il est à noter que la premiére valeur propre non nulle est 
négative et tend vers 0 lorsque les valeurs propres axiales augmentent : 


À ,= 0.702481 p, „7 (-0.277362,3.291,13.794,31.3502,55.9351,87.5459,126.182,171.843,224.529,284.24,350.975,424.736,505.521,593.331,688.166,790.026,898.911,1014.82,1137.75,1267.71] 
X7 1.40496 ->u „= (-0.116665,1.85879,7.02157,15.7857,28.0739,43.8774,63.1944,86.0243,112.367,142.222,175.59.212.47.252.862,296.767,344.185,395.115,449.557,507.512,568.979,633.958] 
A= 2.10744 ECH 
0.0381167,1.64393,4.95068,10.7642,18.9483,29.4806,42.3569,57.5758,75.1369,95.0399,117.285,141.871,168.799,198.069,229.681,263.634,299.929,338.565,379.543,422.863] 

1,7 2.80993 ->u „= (-0.0108357,1.71368.4.08279,8.38654,14.5103,22.4039,32.0583,43.4709,56.6407,71.5672,88.2503,106.69,126.886,148.838,172.546,198.011,225.232,254.209.284.943,317.432] 
\,= 3.51241 =>, = (-0.00292109,1.83503,3.72927,7.07734,11.9519,18.2578,25.977,35.1045,45.6388,57.579,70.9248,85.6758,101.832,119.394,138.36,158.732,180.508,203.69,228.277,254.268] 
7 421489 >н „= Í- 
0.000771864,1.92465,3.65245,6.31721,10.3388,15.5799,22.0061,29.6088,38.3851,48.3338,59.4542,71.746,85.209,99.8431,115.648,132.624,150.771,170.089,190.578,212.237} 

„= 4.91737 >= {- 
0:000201918,1.97066,3.71608,5.89048,9.27276,13.7443,19.2432,25.7547,33.2742,41.7996,51.33,61.8648,73.4037,85.9466,99.4934,114.044,129.598,146.156,163.718,182.283} 

„= 5.61985 ->н„ „= (-0.0000524616,1.9896,3.82053,5.69318,8.5577,12.439,17.2375,22.9283,29.5037,36.9607,45.2979,54.5145,64.61,75.5843,87.437,100.168,113.778,128.266,143.632,159.876) 
À 6.32233 4, 7 {- 
0.0000135565,1.99651,3.90676,5.65836,8.08863,11.492,15.7392,20.7885,26.6279,33.2528,40.6612,48.852,57.8245,67.5784,78.1134,89.4294,101.526,114.404,128.062,142.501] 

A= 7.02481 ->у,, „= (0,1.99887,3.95807,5.72057,7.80697,10.8017,14.5989,19.1311,24.3796,30.3376,37.002 1,44.3716,52.4452,61.2224,70.7029,80.8865,91.773,103.362,115.654,128.649] 

A= 7.7273 ->H „= (0,1.99964,3.98286,5.81523,7.67648,10.306,13.7224,17.8266,22.589,27.9998,34.0546,40.7514,48.089,56.0668,64.6843,73.9411,83.8372,94.3723,105.546,117.359] 

1 = 8.42978 ->н„ „= {0,1.99989,3.99341,5.89696,7.66386,9.96646,13.0479,16.7889,21.1432,26.0961,31.6417,37.7771,44.5008,51.8119,59.7098,68.1941,77.2645,86.9209,97.1632,107.991} 

%,2 9.13226 >и, „= (0,1.99997,3.99758,5.94953,7.72582,9.75946,12.5342,15.959,19.964,24.5274,29.6407,35.3002,41.5038,48.2503,55.5389,63.3692,71.7408,80.6535,90.1071,100.102] 

A= 9.83474 >u, „= (0,1.99999,3.99914,5.97742,7.81391,9.66765,12.1538,15.2955,18.9962,23.2231,27.9644,33.2149,38.9719,45.2338,51.9998,59.2691,67.0414,75.3164,84.0939,93.3737] 

= 10.5372 >и, „= {0,2.,3.9997,5.99051,7.89142,9.66936,11.8891,14.769,18.1995,22.1316,26.5486,31.4435,36.8126,42.654,48.9665,55.7493,63.002,70.724,78.9153,87.5756) 

= 11.2397 ->u „= (0,2..3.9999,5.99618,7.94368,9.73143,11.7289,14.3586,17.5441,21.2145,25.3456,29.9279,34.9566.40.4294,46.3446,52.7013,59.4989,66.7369,74.415,82.5331] 

= 11.9422 ->u,,,= (02.,3.99997,5.99852,7.97317,9.81467,11.663,14.0504,17.008,20.4425,24.3188,28.6237,33.3511,38.4978,44.0619,50.0422,56.4379,63.2485,70.4736,78.1129} 
= 12.6447 >н „= (0,2.,3.99999,5.99944,7.08796,9.88843,11.675,13.8355,16.5749,19.7934,23.4401,27.4966,31.9549,36.8109,42.0622,47.7074,53.7455,60.1759,66.9981,74.2117] 
= 13.3471 >и, „= (0,2.,4.,5.9998,7.99483,9.93968,11.7372,13.7079,16.2331,19.2499,22.6873,26.5195,30.7357,35.3306,40.3014,45.6463,51.364,57.4538,63.9152,70.7477) 

= 14.0496 ->H „= (0,2.4.,5.99993,7.99786,9.96988,11.8167,13.661,15.9751,18.7989,22.0431,25.6708,29.6676,34.0265,38.7441,43.818,49.2469,55.0299,61.1662,67.6555] 

= 14.7521 ->н„„= 10,2.,4.,5.99997,7.99914,9.9858,11.8871,13.6808,15.7961,18.4307,21.4938,24.9334,28.7298,32.874,37.3616,42.1898,47.3569,52.8618,58.7038,64.8822! 

= 154546 >н „= (0,2.4.,5.99999,7.99966,9.99359,11.937,13.7432,15.693,18.1383,21.0285,24.2933,27.9054,31.8531,36.1306,40.7347,45.6633,50.9151,56.4891,62.3846] 

= 16.1571 >и, „= {0.2.4.,6.,7.99987,9.99721,11.9674,13.8194,15.6607,17.9175,20.6388,23.7392,27.1805,30.9472,35.032,39.4307,44.1409,49.161,54.49,60.127} 

= 16.8596 ->н „= {0,2..4.46.,7.99995,9.99882,11.984,13.8868,15.6866,17.7661.20.3185,23.2621,26.5438,30.1428,34.0496,38.2592,42.7686,47.5759,52.6798,58.0795) 

= 17.562 ->H „= {0,2.,4.,6.,7.99998,9.99951,11.9925,13.9353,15.7492,17.6823,20.0637,22.8546,25.9858,29.4284,33.1702,37.2048,41.5288,46.1397,51.0362,56.2171} 

= 18.2645 >н „= (0,2.4..6.,7.99999,9.9998,11.9966,13.9655,15.8227,17.6617,19.872,22.5114,25.4987,28.7945,32.3824,36.2546,40.4065,44.8357.49.5402,54.5189] 

= 18.967 ->H „= {0,2.,4.,6.,8.,9.99992,11.9985,13.9825,15.8873,17.6927,19.7427,22.2285,25.0764,28.2332,31.6768,35.3973,39.3893,43.6494,48.1757,52.9668) 

= 19.6695 >и, = (0,2.,4.,6.,8.,9.99997,11.9994,13.9915,15.9343,17.7552,19.6747,22.0034,24.7138,27.7377,31.0454,34.6238,38.4662,42.5687,46.929,51.5453] 

\,= 20.372 >u „= (0,2.,4.,6.,8.,9.99999,11.9997,13.996,15.9641,17.8263,19.6638,21.8353,24.4073,27.3027,30.4813,33.9258,37.6279,41.583,45.7881,50.2413) 

A= 21.0744 =>, „= (0.2.4.,6.,8.,10.,11.9999,13.9982,15.9813,17.8884,19.6988,21.7241,24.1543,26.9236,29.9786,33.2964,36.8665,40.6831,44.7428,49.0432] 


Voici les profils obtenus en u , vzvo pour Zo =V 20, Zı=Zo/3, z;-2zy/3, U1=U0/3, uz-2uy/3 , pour ce 
systéme de valeurs propres comme reproduction de la fonction limite en palier : 
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En 3D avec un nombre restreint de points dans le maillage : 


Dans le graphe qui suit, on présente également le profil à mi-hauteur sur la section du cylindre 
parabolique, soumis à une fonction limite paire en palier (+1 ), avec les valeurs des paramètres 
suivants :zo =V 20, 1,=1, с=1, z:=Zo/3, z2=2z0/3, Ui=Uo/3, uz-2uy/3 : 


2.0 


0.0 


-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


On remarque bien que les lignes de contour sont perpendiculaires au bord droit (iso-surface 
u=Cste), indiquant bien que la dérivée première est bien nulle selon la coordonnées u. 
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Pour illustrer la reproduction d'une fonction limite impaire par le système de fonctions propres 
dans le cas d'une е limite еп palier : 


A Pun tq Ho min. 2А, ET pls, +1, 2À,cu,)- 0 m = 1,+co 


0 


H2 
[аи w,[p,... 2A.eu) 
= À =" 


nym +40 


Í du (W. А — 22,cu) 
0 
Solution T(u,v,z) = — 2y$ e »(Cos(a, ИД x el e Dic" sn. 
n-l m-l о nam?" N n 0 


inte 2 $ ee Cun Со) р врвна) 


п=1 т=1 


Voici les valeurs propres obtenus pour v=vo, zo-V 10: 


h(z)=1 si zelz,z,] H(z)=0 si zelz,,z,| 


À,= 0.993459 -»p, „= (0.639894,5.45,15.364,30.2608,50.128,74.9635,104. 767,139.537,179.275,223.981,273.654,328.294,387.901,452.476,522.018] 
= 1.98692 ->p „= (0.761779,3.07199,7.95679,15.39,25.3182,37.7334,52.6335,70.018,89.8865,112.239,137.075,164.395,194.198,226.486,261.257] 
= 2.98038 ->p „= (0.922147,2.65444,5.75457,10.6725,17.2793,25.5506,35.4811,47.069,60.3135,75.2142,91.7711,109.984,129.853,151.377,174.558] 
= 3.97384 - ->p,„= {0.982454,2.73141,4.90503,8.51062,13.4415,19.6349,27.0774,35.7652,45.6965,56.8706,69.2872,82.9461,97.8471,113.99,131.375} 
„= 4.96729 ->P „= (0.996626,2.88125,4.65866,7.3967,11.2951,16.2321,22.1773,29.1223,37.0641,46.0011,55.9328,66.8587,78.7786,91.6923,105.6] 
„= 5.96075 ->P „= {0.999394,2.96325,4.71684,6.8456,10.0091,14.0933,19.0336,24.8133,31.4264,38.8706,47.1447,56.2478,66.1797,76.9401,88.5287} 
„= 6.95421 ->P „= {0.999895,2.99067,4.85421,6.66085,9.23589,12.6861,16.8991,21.8415,27.5028,33.8788,40.9674,48.7677,57.2789,66.5006, 76.4326} 
„= 7.94767 ->P „= (0.999982,2.99786,4.94594,6.70781,8.81439,11.7488,15.4018,19.7096,24.6533,30.2258,36.4238,43.2457,50.6905,58.7576,67.4466] 
= 8.94113 ->p „= (0.999997,2.99954,4.98364,6.83434,8.66228,11.1429,14.3376,18.1425,22.5232,27.4678,32.9712,39.0307,45.6451,52.8133,60.5348] 
= 9.93459 ->P „= {1.,2.99991,4.9956,6.93067,8.7015,10.7949, 13.5874, 16.9765,20.9004,25.339,30.2842,35.7322,41.6809,48.1292,55.076} 
= 10.928 ->p „= (1.,2.99998,4.9989,6.97626,8.81884,10.6633,13.0817,16.1095,19.6507,23.6706,28.1562,33.1019,38.5047,44.3627,50.6749] 
„= 11.9215 ->P „= {1.,3.,4.99974,6.9928,8.91715,10.6968,12.7816,15.4766,18.6862,22.3509,26.4499,30.9746,35.9207,41.2857,47.0681} 
„= 12.915 ->p, „= {1.,3.,4.99994,6.99799,8.96885, 10.8063,12.6641,15.038,17.9475,21.3032,25.0706,29.2363,33.7939,38.7403,44.0733} 


„= 13.9084 ->P „= {1.,3.,4.99999,6.99947,8.98965,10.9051,12.693,14.7718,17.3953,20.4741,23.9512,27.8056,32.0281,36.6139,41.5605} 
„= 14.9019 ->p „= {1,3.,5.,6.99987,8.99683,10.9616,12.7957,14.6648,17.0051,19.8258,23.0433,26.6236,30.5527,34.8242,39.4344} 
„= 15.8953 ->P „= {1.,3.,5.,6.99997,8.99909, 10.9862, 12.8943, 14.69,16.7643,19.3328,22.3117,25.6463,29.3154,33.3096,37.6239} 

= 16.8888 ->p, „= (1.,3.,5.,6.99999,8.99975,10.9955,12.9545,14.7868,16.6654,18.9794,21.7307,24.8409,28.2763,32.0231,36.0745] 


= 17.8823 ->P „= {1.,3.,5.,7.,8.99994,10.9986,12.9827,14.8844,16.6875,18.7585,21.2832,24.1828,27.4051,30.9287,34.7441) 
= 18.8757 ->P „= {1.,3.,5.,7.,8.99998,10.9996, 12.9939,14.9476,16.779,18.6659,20.9587,23.6541,26.6782,29.998,33.5997} 
= 19.8692 - ->p,„= 11.,3.,5.,7.,9.,10.9999, 12.996, 14.979,16.8755,18.6853,20.7537,23.2426,26.0779,29.209,32.6151; 
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Voici les profils obtenus pour zo =V 10, 1,=1, с=1, vzvo, z1=Z0/3, Z2=2z0/3, U1=U0/3, U2=2Uo/3 : 
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Dans le graphe qui suit, on présente également le profil à mi-hauteur sur la section du cylindre 
parabolique, soumis à une fonction limite impaire en palier (+1 et -1), avec les valeurs des 
paramètres suivants :zo =V 10, Lei с=1, 2:=2,/3, z;-2zy/3, U1=Uo/3, U2=2Uo/3 : 


= 0 


TE E ГОО ЧИГ DE OS D DS SE OS NENNEN LLL MEME NNI 


J 


= 


-1.0 -0.5 0.0 0.5 1 


On remarque bien que les lignes de contour sont perpendiculaires au bord droit (iso-surface 
u=Cste), indiquant bien que la dérivée première est bien nulle selon la coordonnées u. Le bleu 
désigne les zones froides (-1) et le rouge les zones chaudes (+1). 
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Exemple : Problème intérieur de Dirichlet inhomogène en u, de Neumann homogène en v dans 
un cylindre de section parabolique, de hauteur z finie, borné en p et v, -uo« и «po 0<v «vo 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet inhomogéne en u, de Neumann homogène en v sur un 
cylindre (-uo < и «uo ,0<v <vo) plein parabolique limité par les deux courbes v= vo et u =+MHo, H =-Ho 
tranché entre les hauteurs z=zo. Sur les tranches supérieure et inférieure les faces sont à la valeur 
fixe O, sur la face v =vo les valeurs sont également fixées à la valeur d'une fonction dépendant de u 
etdez: 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (u,v,z) et le probléme aux limites s'écrivent 
sous la forme : 
1 OT(u,Vv,z) OÔ’T(u,v,z)| O’T(u,v,z) 
2( 2 2 2 + 2 + 2 =0 

c (и +v ) ди ду Oz 

Т(и,у,2) = Т(и,у,2) =0 Т(и,у,2), = f.(v,z) T(u,v,z) 
ƏT(u,v,z) 

Ov 


= f,(V,2) 


H=- цу 


= 0 u e [H uoto] ; ve|0,v,] ; z e [0,z,] 


v=vo 
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En réalisant des calculs similaires et dans le cas plus général des deux fonctions limites 
quelconques, en recomposant des parties paires et impaires à partir de ces dernières, il vient la 
solution : 


+00 +00 


LY ar... Een GEES Iesch 


Т(и » zy - Zo n=1 m=1 W (Pi m.i 22,c Ho à =: nT 
Е Y SE _ W (p; ‚1/2, си) : T 22g 
— A, „Ў, , | 22 ey J—7—7 = $їп\А„2 
20 22 VS 4 m (m 2A 6 ui) 
MEL) tw (p.2)-(14 pyr (plz) ou 4:2) ppp (p-1,2)-ZW,(p,.z) 
Comme — m ) Z aw. D 
,z) z  (p.z z 
— = W,(p.z)+W,(p+1,z) ou = SWp-hz)- 7 W.(p.z) 
pi, tq ША E SEHR 0c — (р: „../2А„су,)—(+ pl ls. +1,./2А„су,)=0 m=1,+œ 
v 
Pum t4 ША = die уол) xd PS AJDie \/2А„су)+ (р „+1, 2À,cv,)- 0 m = 1,+co 


Til: series y PE EE pe 


ja Si(z)fav SW. MEET [а Si(z)fav f(v.,z)W, (р; „../2А„съ) 
4, z= 0 À 0 


nm `” 


Jade Gol Е) 


С) ` jaulr.oz.. 25ге} 


| LZ = g,(u) h(z) 
Si alors 
f (u,z)= g_(u) h(z) 
EE g(u) W.(p:,. 24e) [а hz )Sin(a,z)f dv gu) W(p,. Biel 
PR ue 
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Exemple de synthèse : problème intérieur de Dirichlet inhomogène en u et v dans un cylindre de 
section parabolique, de hauteur z finie, borné en u et v et parfaitement symétrique, -Uo< H «po , 
O<v «vo , soit Ho= Vo . Les conditions aux limites inhomogénes de Dirichlet sont également 
symétrique 


Soit le probléme aux limites de Dirichlet inhomogéne en p et v sur un cylindre (-Lo« џи «po O<v <vo) 
plein parabolique limité par les deux courbes у= vo et u =+Mo, H =- tranché entre les hauteurs 
z=zo. Sur les tranches supérieure et inférieure les faces sont à la valeur fixe 0, sur les deux faces u 
=U, et и =-U,, ainsi que v =vo les valeurs sont également fixées à la valeur d'une fonction dépendant 
de u et de z ou de v et de z : 


4 
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On choisit une lentille symétrique parabolique inscrite dans une boite de dimension lx, ly, centrée à 


l'origine dont les dimensions sont obligatoirement liées par l'égalité lyz2*lx : 
2 


L = Cho — "2 =>1, =2, Lo =Vo = Po = 214 , 
C 
La solution formelle s'écrit comme suit, elle exhibe sa parfaite symétrie par le changement : 
пл " r 
А, "Ae Р» = Pun — Pim tq mp le, o, 2À,c)-0 
0 
Zo *po 
| dz Sin(2,z) [а J (x, zw, (pt. XA P2,c) 
AP d" on ° 


n,m n,m +ро 


| рохл) 


0 


fa h(2)Sin(2,2) | dx eW, (pt. , xJ2À,c) 
0 0 


*p 


Í æ(.(p!,,x/22,c) 
0 
GEN 2A cu) Cher + 
T (u,v,z)= E33 W. Do pim 


и 


si f (u,z)=g(u) h(z) alors 4,, = 


n,m 


Zo =l si — «wp Bio ye 2А,с ш 


W, (Pnn H i 24,c Po 
Voici les profils obtenus pour une fonction limite en palier, dont la solution s'écrit alors : 


) Sin(A,z) 


(аи #/,(р„„./24„си) 
a, =" Pun tq place dere 
Zo | avl Lo, 22e) 
0 


W (p.m. 22, Al He v) А 

тиз) = 2 $ Соза) Соза) de Ae) 522 
u N H т n ml J2AÀ,c ) W Le, 22,c u) 
e \Pn,m> N “СУ W (p„m.i22„c P.) 
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Défini à partir de paramètres с=1,1х=1, ly=2, z0=sqrt[10], 2:=20/3, z;-2zy3, U1=U0/3, uz-2uy3, 
voici le profil à mi-hauteur en coordonnées paraboliques, représenté sous forme cartésienne (u est 
en abscisse et v en ordonnée) : 


w—I T Trrr. w Tr 


1.0 


0.8 


0.4 


0.0 


E E ESS u. U U. U UL UU U U UL u U U. U. UL u u u. ИРЕР 


-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


Et voici le méme profil toujours à mi-hauteur reproduit sur la section du cylindre parabolique ne ne 
prenant que 10x10 termes de la série en hauteur z et radial и: 


^4 


2.0 


tn 


o 


tn 


o 


m 


© 


in 


Problèmes aux limites de Laplace — Systèmes de coordonnées paraboliques cylindriques - p 


Exemple : Probléme intérieur de Neumann homogène en u et z, de Dirichlet inhomogéne en v 
dans un cylindre de section parabolique, de hauteur z finie, borné en p et v, -Uo< H <Ho O<v «vo 


Ce dernier exemple du chapitre consacré aux problèmes aux limites sur les coordonnées 
paraboliques cylindriques, va illustrer la prise en compte des valeurs propres nulles. Soit le 
probléme aux limites de Neumann homogène en џ et z, de Dirichlet inhomogéne en v sur ип 
cylindre (-uo < и «uo Dev <vo) plein parabolique limité par les deux courbes v= vo et u =+MHo, H =-Uo 
tranché entre les hauteurs z=zo. Sur les tranches supérieure et inférieure les faces sont à la valeur 
fixe O, sur la face v =v, les valeurs sont également fixées à la valeur d'une fonction dépendant de u 
et de z: 


Le Laplacien en coordonnées parabolique polaire 3D (u,v,z) et le problème aux limites s'écrivent 
sous la forme : 


2 d 2 
1 E T(u,v,z) ‚д пиа), 2 Tu) 0 


eg +v?) ди? ду? Oz 
ÔT(u,v,z) _ ƏT(u,v,z) ú ôT(u,v,z) _ ƏT(u,v,z) = 0 
êz Sech êz m ди Ho ди и=—до 


TG, zl. = f(u,z) и el=H,..+4,] ; v є [0,у, | ; z € [0,z,] 
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En réalisant des calculs assez similaires et dans le cas plus général d'une fonction limite 
quelconque, en décomposant les parties paires et impaires de cette dernière il vient la solution sans 
prendre en compte les valeurs propres nulles : 


= nl o aA) 
со nm Le Henkes p Cos(4,2)+ ui 


EE _ A| ` Av) б Zo 
kr» SUR pie н) m долы. 


0 
Pin tq SEH ma (pim. Bien Dan", W.lpim +1. 24cu)=0 mo Le 
om (p, 
=. 14 


T(u,v,z) = 


ди 
" Se 24, ep W Pms 22 epp le +1, 2A,c tt, )=0 m = 1,+00 
u {226 
TI J (u,z) а Е (и, х2) ee 
20 +H, Se 
| dz Cos(A,z) [аи f szW DE 2a cu) de Cos (A, 2 [auf (u,z)W, (Pam. 2A cu) 
nm ` Fm ET = 


| duQW. (ps. Bien [ du (W.(pam. Bien 


0 


| uo =g, (u) h(z) 
si alors 
J (u,z)= g_(u) h(z) 
ја h(z)Cos( (2, z) ) Í au g (u) Ў, oz АОИ, cu) ja Соба) [ди g (u) INTE 24си) 
` Í | du l(W. (р; „../25„си} ` Í aalt. Je, Bien! 


Il faut considérer de plus les valeurs propres nulles axiales, qui on le sait aboutissent à une fonction 
constante en z. Tout d'abord l'orthogonalité des fonctions axiales est parfaitement assurée avec la 
fonction constante axiale puisque les intégrales suivantes sont évidemment nulles : 


| dz Cos(A,z)« |Sin(A,z)] =0 = 2, == 
0 


0 
Si l'on en revient à la séparation de l'équation de Laplace, les solutions en u, v sont des solutions 
sinusoïdales, qui compte tenu de l'homogénéité de la condition aux limites de Neumann en ци, et 


de la régularité du gradient, prennent la forme suivante : 
Cos(A,u)Cosh(A,v) ou Sin(4, u)Sinh(A,v ) 


Pour une fonction limite paire le choix suivant s'impose : Cos(A; u Cosh(A;v ) avec А = THC. Ee 


pour une fonction limite impaire c'est le choix suivant : Sin(,u )Sinh(A;v) ауес À, = ( 
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La norme des fonctions propres dans les deux cas de fonctions limites paire ou impaire se calculent 
comme suit : 


Ho Ho 
Io, (4) = [au Соз°(л,и)= m |Ф„(и) = [au Sim (u)- n, et Jm 2 2 Ju = 2u, 

—Ho WA — Ho 
La solution additionnelle se développe donc sous la forme d'une série en application de la condition 
limite paire ou impaire en v= vO : 


_ 2 el, pa Сокту) -a f утту) 
T(u,v)- = É 4 Сони) n Av, + A, Sin[ sace] Cep | 
avec DE, ave (2n +r 

" ko " 240 


20 Ho 


е аја) e же ајан) лб) œ деје азир) 


f uz) #2} С) EIC =: u,z) 


Cela conduit à formuler la solution complète du problème, comme suit : 


2 Ў гсн ш) Созду) | 4-sin(azu) E 


1626 5—0 Cosh(äiv,) ” "© Sinh(A,v,) 


T(u,v,z)- 222 R W. (pi E Sica) ie lech 


(р; i 2A,cv) 
"ze. nan? Delt ee SS SI 


Pi, tq АГЕР le uo Ew. (pia, 22си, )-(1+ pim W, (pi, +1, 2Acu)=0 m=1,+œ 


ди 
Pin fq OW, (Pi: 2À,cu,) =0 < Ho Ay, Le 2À, € o n ГАРА +1, 22си, s О m=l,+00 
и \ 
ауес Ae et a = et д = (Qn +r 
20 Ho 2 Lo 
пи) Pet ez) = (a = LAE nz) 


A; = "Í dz du f.(u,z) А = ја [au Cos(;u) f.(u,z) et А = [а {аи Sin(A,u) f (и, 2) 
0 0 


de Cos( (A, z ICH (u,zW, (p;... 2A,cu) faz Cose) [du fiu dE 2,cu) 
Аль = ER о 


+U, nm ` +H 


| autre; Bien | АГРЕ) 


0 
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Prenons donc pour simplifier une fonction limite paire simple en palier : 


(z, —z Xu -u) " 2 (z, =V (5їл(Д ue, )— Sin(A; и, ) Cas ) Cosh(A;v) 


+ 
Zoko л ® F п M Cosh(A;v, ) 


2458 , (Sin(A,z,)- Sin(A,z,)) " W.(p; si 24.6 v) 
T A n< 2 п=1 Hi 22 j G A 
СХА Lei. cu} PER os(A,z) 


T(u,V,z)= 


п=1 т=1 п,т? п 


п 
Ру» 1 ER SS =0 < u, ew, (Pim, 2А„си,)- (I + Pam W, (pi. +1, 2À,cu,)- 0 m=1,+oo 


si {uzre luen] ,. _ Á 


nm ` m 


aui er; 2A eu) 


0 

Notons avec cette solution que si le palier est complet soit џ1=0, u2=u0, z1=0 et z2=z0, alors on 
retrouve la solution triviale : 
H =0 ш = ц Zus z,-zy— Sin(4;u,)- 0 Sin(à; u, )= 0 Sin(2,z, )= 0 Sin(A,z,)- 0 
T(u,v,z) = (2, -z u, - 44) =1 

204% : 
Défini à partir de paramètres с=1,1х=1, ly=2, zO-sqrt[20], z;2zy/3, z;-2zy3, wi-uy3, uz-2uy3, 
voici le profil à mi-hauteur en coordonnées paraboliques, représenté sous forme cartésienne (u est 
en abscisse et v en ordonnée) : 


0 — ~ = 


1 
пл пл 

ауес ¿L =— et 2% == ‚2)= i 
Zo 0 su ) e 51 (и, z] € Dass и„]х[л\,2›] 


r 
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Toujours défini à partir de paramètres с=1,1х=1, ly=2, zO-sqrt[20], z:=z0/3, z;-2zy3, U1=Uo3, 
I2724o/3 , voici le profil sur la tranche en x,z, pour y=0 : 


Toujours défini à partir de paramètres с=1,1х=1, ly=2, zO-sqrt[20], z:=z0/3, z;-2zy3, U1=Uo3, 
U=2u3 , voici le profil sur la tranche en yz, pour x=0 : 
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Comportement asymptotique des fonctions paraboliques cylindriques 


Article de EW.J Olver de 1959, < Uniform Asymptotic Expansions for Weber Parabolic Cylinder 


Functions of Large Orders » 


Développement de EWJ Olver à l'aide de fonctions élémentaires 


Méthode de construction des coefficients : 


Récurrence R, (c), U, (0), V, (0) 


R ()=0 Ug(t)=1 Vo(t)=1 


R, (6) 


Chan 


= (32+2),0) 


U „(t) ges, T de l'équation différentielle du premier ordre 
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2: а (2 E 308+) 2 2 4 
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LG Siet 
e vir? 
оин _ ші TEN 2 0424 Е 
Ke j Si? IS 2 Ge? 4 е 4 u 2 T 2 Ge (422 
5=00 s $=оо 2 s 
э M DI = 
s=0 s=0 
uou soa 
_ 1 NA у Ys 2 4 e^ IS, „2 у„| 2 4 et IS, wy, 
x 14 1 1 3m 1 1 : 
glu) s. 2 A ) а 25 Z EN ) u” | ке | 2 2. ) и? | 
H 
гин wi em ay 
uM и и?-1 5=00 458 или ин 2 2 fet H 5 25 
F s 1 2 = 91:8 9.4 2 1 = 
g(u)=2 "ein? = 3 #(и)= É de E SÉ Stade (и) 
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Valeur des coefficients utilisés dans les développements : 


1 2021 5149591 273221243797 
581754 5377397360 = 418037760 27 7223692492800 
i 1 1 _ 1003 __ 4027 
Yo h-779 1271152 732 414720 "^ 39813120 
Uni)=1 ul е ne gij: 40421” +18189/” s 151995/° — 259920 
720 
irtoa 1273113 4122602962 0^ + 50938215 (^ -154982 1^ 3213891" 4727561" 
39813120 
ty (r) {34009066266 119582875013 1? -37370295816 r + 4433574213 Š 3630137104 + 1994971575 1"? -617950920 7^ 823934561) 
6688604160 
(2 +6) 1514 - 3276 -143 40421? -- 1818917 – 363871? — 238425? — 259920 
Plet. we lët SCH (t) = EES 
у) 212118727-1327522382 574844052 р ыш ш» 
39813120 
y, () 94009066266 + 130919230435 + 35213253344" + 38324542531 -3750839308 r" + 2025529095''° - 6170509207? +82393456 / ° 
6688604160 


2 4 2 9 7 5 3 
Üj)-1i б(0- de +6) G (0) = +24912 -145 5 (= 2042: 41818917 +282871 —151995 +259920 
24 


3 


1152 414720 
ou. 1273113 -122602962 0^ 150938215 (^ + 1549820 -321339 t" 727564" 
39813120 
d. = (54009066266 -119582875013 /2 +373702958161* + 443357421318 + 3630137104 tŠ + 1994971575 1? +617950920112 +82393456 1^] 
6688604160 
7 > (6-2) > —15* –32712 +143 үү 40421 +181891' +363877 + 2384257 — 2599207 
ER ER h()- 1152 h()- 414720 
p :12118727--132752238 P 51494415 1 +151958 € 5517331 «12126017 
39813120 


CH /[34009066266 + 130919230435 r? —35213253348г* +38324542531 -3750839308 r* + 2025529095/!% + 617950920112 823934561] 
=] 
6688604160 
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Les développements asymptotiques des fonctions pour des valeurs de paramètre et d'argument 
réelles : 


1>1>U( =L a? uv7 ) = at) 


- u? Ele) s= - u? Ele) 5=00 
` EE 0.0) 


L 2s ->+ u Ë = 
(2 -1)4 5=0 (2 DE и? 259 (2 -1)4 s=0 (^ E u” 
Formule 4.3 dans l'article d'Olver => Formule 2.1 dans l'article de Тетте 


1 z 3s 2 - ES 
? _1)4 EH 2_1|2 s=0 (42 _1)2 vis 
1212 GE GE и (2-1) и 
g(u) zu? A 5=00 р U, (t) E^ zu? E 5=00 U, (e) 
SD 11, av) Е l às ( 1) 3: N + Sin 5 e t зл =. 


2 2 (2 -1)4 
Formule 11.16 dans l'article d'Olver 


||<1— 


Formule 5.11 dans l'article d'Olver => Formule 2.23 dans l'article de Тетте 


| = ADS Ü _ 
EEGEN > A ep iu)» alu) 
2 2 


1 
(2 mn s=0 (2 +1)2 и? 
Formule 11.10 dans l'article d'Olver => Formule 2.29 dans l'article de Тетте 


Les développements asymptotiques des fonctions dérivées premières pour des valeurs de paramètre 
et d'argument réelles : 
1 s= 1 5=00 
>15 v(- Zuel а ие рео OA i (ч) (ије к sm. 
2 V2 s=0 ( 2 B 25 E V2 s=0 ( EDEN. 
t^—l?u t SE H 


Formule 4.13 dans l'article d'Olver 


1 2 2 5=00 2 5 S=co 
ol. Zuel Saile 1) ed SC Le OY (1) А0 ZE e d EN 
520 (2 E m" (2 Avi 
t>1— 
( 42) H (2 [п ли? une) X S v(t) ; nu? оо) v, (e) 
D: 1 , (02 EUX —1)442Cos EN e ( 1) É Sin 2 e Lus 
s=0 t? —1)2 u” s=0 t? —1)2 u” 
1 L Km Pl XN V, at 
v (Lua) ae ENEE i ЧӨ a cod rn) =Z ЄЛ) | ж — 
s=0 t u ` s=0 1-0] 2 и? 25+1 
DEA 
3 B| um Pt NC uv V, t 
=> D | (и) ufr} su un) z) (1) n І el via) d Cir —— 409 
59) s=0 (1-1 y "mol s-0 (1-2) 2 per 


Formule 5.23 dans l'article d'Olver 
L n, $-00 ру L gem ру 

teR > ЖЕЗ = EUX heut AO _ e Dia j mar EUX he БО _ 

2 s=0 (? +1)2 и? 2 2“ 2 5—0 ( 2 +1)2 us 


Formule 11.12 dans l'article d'Olver 
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En prenant uniquement le premier terme des développements des fonctions pour des valeurs de 
paramètre et d'argument réelles, il vient : 

2 2 21 _ 2 24 ? 24 _ 2 

1 Al w w- wiet _ u +H wW H wélet) 

1>1>U(-L ue |? 4 etu? < SD |, ‚(ш./2)=2 се ed E 

-=+ 


kb c 1) 


Formule 4.3 dans l'article d' Olver 


l 3-и? _ w? 2 AH H H 
1>1>U(-Lp*;-pv7)=2 t etu? _> A> &D |, (C ut 2)=2 ue t E T 
š (2 -1)4 ris (2 -1)4 
Formule 11.16 dans l'article d'Olver 
3- p? E uA зи? a uA 
| 24e 4u 7? Cos un) J 24e дц 7? SKI 
EE ©р | | (ых) 1 
j ES т> ES 
Formule 5.11 dans l'article d'Olver 
234 ui ui > ?E (c) Wil ui de) 2 2201) 
1 DI M AE = H 
севин) е2 4 e4u 2 әр 1 ‚(ш/2)=2 “езш 2 < i 
u -——u " 
{2 +1)+ =: (2 +1): 


Formule 11.10 dans l'article d'Olver 


Pour la formule 11.16 si l'on ne retient que le premier terme, et en comparant avec le 


développement de Temme 2.21 toujours restreint au premier terme, il vient : 


2 2 2 
ит н CH | 2 


2 
DAT Ap pes x Co pe | ram 
Or {+ = "ле? > dc = Jane 22 3 y 


1 


va (2 Bn 


1 
t>1 «d УН» и |+ 


2 
ли 2 
3-p? ui p- Cafe e 8t) 
4 E SET = 


1 
Formule 2.21 dans l'article de Тетте => Formule 49 dans l'article de Jones > d TETA х2 4e tu 2 i 


(2-1) 


En prenant uniquement le premier terme des développements des fonctions dérivées pour des 
valeurs de paramètre et d'argument réelles, il vient : 


_и?+3 u uH 


iio (Laud) s 


LE 
5,3 
Formule 4.13 dans l' article d'Olver 
24-4) 424 1 à R- p pH i š 
1 -F> - d Ë S 1 

iio (Laus 4 g 44 2 Pake SC kris, А Lal? 4 g du 2 (e-f cod SC рл 
sl 
2 2 
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1 т Nu EN u+ 1 28 
u 2 (=e) sinf а) 2) e D 11 DOE 4e 4u 2 ен uen) =Z) 
2 3" 


Formule 5.23 dans l'article d' Olver 
2 7 2 2 


1 u? =3 ш? l-u 1 e u°-3 u l-u J: jd 
LRU ua ea 4 eu ? (e + 1 e 0 — D 11 dpa 2) 2 4 eu ? (^ eie $0 


22 


Formule 11.12 dans l'article d' Olver 
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Les développements asymptotiques pour des valeurs de paramètre et d'argument imaginaire 
suivantes: 


iu -1 iu? im ai dH 


іл 
RU 4 0408 8 2 
iz e^e H 


dn 


im 
u > He 4 = p? ul e 4 e At de 


Cl 
s=0 
iu? гіл Y ju) s= NL ir) s= 
oto нв) i e" : Pp LC NM P |+ АТАР du " e" Pp GN 
(2 Lp so (2 Eu "Tu 2 2 E m (2 EP 


1<г<1 GE ind? J. de E E p a Use Е Баа CU, VE DI 
1-2} SS 1-2) u” 23 H H 

Formule 12.4 dans l'article d' Olver 

Pour des valeurs de paramétre et d'argument imaginaire, conjuguées complexes de la précédente 

assignation : 


dH dj dm ai 12-1 


іл іл іл іл 
іл La iz -Z\ 2 4 458 8 „Ü 2 
u> uet әр in et =i TEC d — : 


.. Ï n їл \ -ip élt) s= їл \ -in élt) s=% 
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Zen E У 


Be іл 
rero it) dut 


iz nl) = Le ule 
e 4 e | ( 1) A 


pe Se SO op (s). de i 
1—2 m Ж ТШ 3555 


Conjugué complexe de la formule 12.4 dans l' article d' Olver 


En se restreignant aux premiers termes dans ces formules, il vient : 


ip? e ue) -iz | 0 
t»12U oiu? «g|ue À >D, ME ue * 


i m 


Ж x 
ë) NCC e E: 


EL 
d BH e |. de ел) 
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e RE 


te deit: m 


EN E 


0-2) 4 2 3 


; in \ iz кф) iz \ іл = une) 
1<t<l E ip" V2 ne} dr 7 £ >D, cn dut |e" ` 
Li 
2 
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1-2 |a 
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Dans cet article d'Olver, la formule 12.27 nous permet de déduire d'autres développements 
asymptotiques , elle est la suivante : 
ae) ges 


2 e E 
d Â ub ane e о ia nas 
зенан 
ш d 2 іт im \ —?&(-и) з=® di 
шә He tte 2 DE 8, : Ciy о,( D 
FE Ce 


4 
e A - Log( r+ J л) £Ca)s-£0)- 9 
&)- — 24 in? E in шл im EG) з= Ü (v) 
= U (=it)=(=i)'U (e) =U| -—,e ТАЙ «g|ue^ elei i y iY = 
- NEIE iz — (2 +1}: s=0 (e +1)2 u” 
ë (t) = г 1 e? 
-= 
[ t 4) Ch 
1 i 


Ca: eap 


Combinons ce résultat et également son conjugué complexe, il vient : 


(241 bf v5 (241 pagas 


2 іл Y im vis iu^ £(r) = D ir im pr in E(t) 5=0 e 
reno a) du Š 4 е , > U (t) => D je d ш, }= e p 4 е , j^? U (t) 
12.27.1 


Ir їл D? =j ?£(0) 5=00 ei іл іл шт =ў 2g (t) s= e 
rer [fe shui: G s TIN i 0.0) = D Melde SE ete p 0.0) 


(241 3 (24122 (uk = age 


12.27.2 
D'après la formule 12.27 dans l'article d' Olver 


Comme les formules précédentes sont valables quelque soit t, en changeant t->-t, il vient : 
Comme Hs t) = (0) 0, (=t) = (- 1) U. (t) 


т\т шл (nue CL zY ez äisen — p 
ds Аир) d» ee 4 € i? Ü, ( t) x ue 4 ete 4 e js Ü (t) 


1 s 
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=t (2 +1) s=0 D +1)2 и? 
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D'après la formule 12.27 dans l'article d'Olver 
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La formule 12.27.4 s'obtient directement de la formule 4.3 de l'article d'Olver : 


ce Cu 
(2 Op = (2 Ev 


Formule 4.3 dans l'article d'Olver — ËM = g(u) 


Эй 1 2 2 Sir Y pin Eli) s=% U (i) 
u — ue 3 d de wi > de > U| i# ef ue * i ` = 


t — it C2 АЁ 3=0 C2 EI 


En se restreignant aux premiers termes dans ces formules, il vient : 
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Développement de F.W.J Olver à l'aide des fonctions d'Airy 


Pour des valeurs de paramétre et d'argument réelles : 


we —1 o, EES) 2 1 
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Formule 8.11 dans l'article d'Olver => Formule 3.1 dans l'article de Тетте 
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Formule 8.15 dans l'article d'Olver => Formule 3.2 dans l'article de Тетте 


isi (sud Je nieto) 


Formule 9.7 dans l'article d'Olver => Formule 3.16 dans l'article de Тетте 


die qon EUROS ты EE ERE o а 2 а 372 ge _ 2021 
m!(144) 6m-1 Boda 24 207360 
1+ > 4s+2 
s=0 H 
m-2s m=2s+1 
r s - c7 S b, о уы 207-3092 4273) po mm. 
m=0 m=0 
25+1 25 
с) УЬ SSS S р.) 6 Y а (Ф), 20) 
т=0 т=0 
2 4 2 9 7 5 3 
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24 1152 414720 
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Si l'on prend uniquement le premier terme des développement 8.2, 8.15 et 9.7 cela donne : 


wäer ү ш lef m 
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Pour les valeurs suivantes de paramètre et d'argument imaginaire : 
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Formule 12.16 dans l'article d'Olver 
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Pour les valeurs suivantes de paramètre et d'argument imaginaire : 
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Il s'agit simplement du conjugué complexe du cas précédent. 


Si l'on prend uniquement les premiers termes dans les deux types de développement précédents, 
cela donne : 
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Pour les valeurs suivantes de paramètre et d'argument imaginaire : 
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Pour les valeurs suivantes de paramètre et d'argument imaginaire : 
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Il s'agit simplement du conjugué complexe du cas précédent. 
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Si l'on prend uniquement les premiers termes dans les deux types de développement précédents, 
cela donne : 
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Articles de N.M. Тетте de 1999, < Numerical and asymptotic aspects of parabolic cylinder 
functions > et N.M. Тетте, R.Viduans de 2008 < Parabolic Cylinder Functions-Examples of 
Error Bounds For Asymptotic Expansions » 


Développement de N.M.Temme et К. Viduans à l'aide de fonctions élémentaires 


Méthode de construction des coefficients : 
Ф,(т)=1 Pi(r)=1 

kanae СО) лев (Lao +203), Ai 
Y, (r)=@„(t)+2c(r +127 + ims (1) +8с2(с + Ф, Jl 
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0-4 dl t>] EECH 
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= і>1 élt)- 


2 2 


éle) 


Valeur des coefficients utilisés dans les développements : 


2 
SCHOEN @(r)=- (+307 +207?) pel 7 (45+8028 r +19404 т? +184802? +6160") 


3 
$.(z)- - Bum (1403325 + 20545650 r + 94064328 c^ 200166120 r° + 220540320 c* 122522400 r 27227200: 


i rt (8209451254-17610977880 т +124110533448 r? + 431932849920 r 3 +857710030320 r ^ + 
Т|= 
| 2488320 | +1023307084800 r” + 728175127680 r° + 285558873600 r” +47593145600 c? 


1113694156575 + 32035524760890 т + 312705981537300 c? +1556748027250416 r 3 + 
Ф; (т) = ТТ + 4619496184391088 т“ +8782047646051680т° +11017145350411200т° +9106044140793600т' + 
+ 4782397235616000 rë +1449211283520000 c? +193228171136000т'° 


2 
p (s)=1 w ()=— ls ec Wo(r)== [2152-9684 +23028 T? +21840 c^ + 7280 z) 


3 
Schei (1658475 + 23489190: +106122312 22 + 224494200г° + 246708000 ï ^ + 1369368007 ° 304304007) 
к) rf | 930404475 +19556941320т +136442604600г? + 472266267264т? +934951404816г* + 
4\T)= 


2488320 | +1113598886400г° + 791756085120т° + 310390080000r ' + 5173168000078 


1230925120425 + 34923162534750r + 338262501207420c? + 1676098042386768т + 


№. (r)= EE + 4959081442210896г* +9410154857943840г° + 11791433890716480r° + 9739247353355520т7 + 


+ 51130172994700807° + 15491568892800007 ° + 2065542519040007 ° 
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Les développements asymptotiques des fonctions pour des valeurs réelles de paramètre et 
d'argument : 


P 2 


1 _ a6 p 
ЖЕ ue? 46 H 


= 


qa gh уда (^ "pa^ s 
ези) s[2- s o.c, 2 J U 70053 y 20) 


t>l> 


Formule 2.21 dans l'article de Тетте <> Formule 49 dans l'article de Jones 


gat ич pl) уж i CIS ah Af) = = 
озир Js: 4 ein 2 é , (1) En, |ш\з)х2 4 gy 2 d | (а) SEN 
(21) s=0 H 226 bh s=0 H 
Formule 2.29 dans l'article de Temme 
j vi A vi T | xb u^ 1-1 i) 
1 2 4 e AH 2 ен eX (rtt 24—42 ен) $99 fi 
PR EE DR de tnt ECO ао, (матат е он) 


Formule 2.34 dans l'article de Тетте 
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Les développements asymptotiques des fonctions dérivées premières pour des valeurs de paramètre 
et d'argument réelles : 


uH р +u u^ ГИ l-u? 
4 


= ы еур, Aë . ip peras n 


Formule 2.18 dans l'article de Temme 


l , 
pi [saei - 


Paw y (Ek E 
. UPS 1 2 A 2 2 = 
d i, DO T H t 1} ZÉ ka Hd. >> ш) ( 1) LEM 
H H H S 
2 "mu dru" 2 DEI s=0 H 
t>l> 
NE I de Ser 
4 4 2 $-00 А 5=00 
SCH, E ш A)? т H 2-1) _ ZÉ ka LEM Р -— PIN Cay LEM 
= ? u u À 
2:2 s=0 H Ули” ШЕ ЗЕ s= H 
es el EX єй) 
Jl: 24 e*u 2? (5 AE 280) ( EU). n 24 e*u 2 [y M iN cay Vl 
t>0>U' =u aedi. ZZ) le) -1 SD urt? je == |; le * -1 
E |2 | | D ) u” ш | P | | D ) u^ 
Formule 2.33 dans l'article de Тетте > Formule 50 dans l'article de Jones 
NE idee Dn vi Lui 
Жу Ж? l sw (7 E WEE Ee 1 my (> 
t»0 (ur ii - Jz? tetu ШЭ LAGUN | |р) їл? tetu Va? LAU) 
2 | zi T u” = e - u” 
p4* s=0 33 М з=) 
2 2 


Formule 2.34 dans l'article de Тетте 
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Article de DS Jones de 2004, < Parabolic cylinder functions of large order» 
Développement de D.S.Jones à l'aide de fonctions élémentaires 
Pour l'essentiel les développement dans l'article sont ceux de Temme établisantérieurement 
Méthode de construction des coefficients pour le choix A : 


Choix A selon l' article de Jones 


Récurrence B, (c) = 


5 


' 2 
LAON B, (t) = Pa 0) | 3L 8 B, (t) 
(2 +1)2 а (2 +1 


qo(t)=1 


Récurrence q,(t) get [> = di paad- +1), (д) 


Ў 2-1 Lol: H Je) 


2 


ED t>1 


Valeur des coefficients utilisés dans les développements pour le premier choix A: 


ere, ас E К зз - TRE Dë «18677 
24 1152 414720 
a 196266240 + 129800880 2 + 239956128 £ +18125618416 + 72887784 të +12142363 11° 
39813120 
niei -32972728320 +123998273280? - 28499778720 t* + 6850859472 1° + 5702176656 tŠ + 253266141611 + 463547022 t" + 10808345 (^ 
6688604160 
ы 0-62) pl) 288+1081"+42014+145t6 aliod -246240-- 275400 t + 69012 1° + 24714 ° 18671! 
24 1152 414720 
-23639040 + 60341760 t? - 2420863201" -246536352 1$ -183201912 £ -72798168 1 -12142363 r!” 
a)- 39813120 


isi 32972728320 -134989182720 2 + 28020341664 1^ -11572921008 1$ -8876021328 ° -3601204056 -556411470 1? 10808345 ^ 
З 6688604160 
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Les développements asymptotiques des fonctions et des fonctions dérivées premières pour des 
valeurs de paramètre et d'argument réelles : 


ин DNR 

ës T „йй 
DOTE )- Z = — p) әри) с. - = > n) 

qm (2+1) s=0 (2+1) u” 252 di 2 (aj s=0 bai 
Formule 31 dans l'article de Jones 
vi Nn 
1eR >U (I! )- T Ул? 7 (^ DNE mn, р) 2 de? = (^ Jr EON" а.) 
| de (c+. p 22 | d : J 0 [2 41)2 uh 


Formule 33 dans l'article de Jones 


Méthode de construction des coefficients pour le choix B : 


Choix B] selon l'article de Jones Choix B2 selon l'article de Jones 


7) =2 


t Е Еа 
Alle ән) ә 


Récurrence 4 В, (2) =47?*(7 +1) B, blo = [aor +20r+3)B, 1() 
0 
B; (?)- B,(z)-2c(z «127 +1)8, ,()-852(7 +1) B, IS 

Nt -1 Log кг? 1) _ NÉS Log: t? 4) 
P — = 
Lien avec un développement de Temme : 
B,(?) Е (- 1o, (7) 
Comme Y (7)- Ф, (7) 22 (7 «128 +110, (0) 87? (2 «17 ©, ,'(7) | 
= B,(c)- C1) o, (z) (C1 277 +127 1), ,(e)+(=1)"872(7 1) , ,'(7) 
= B,()= (1) w, (2) 


N 
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Valeur des coefficients utilisés dans les développements pour le deuxième choix B: 
> 2 
B (7)=1 в()= = (94307+2077) B,(F)= bat + 194047? +184807° +61602“) 
c3 
p T 
B = 
Jl 5184 
в.) 74 [820945125+176109778807 +124110533448 7 + 431932849920 ?? 4857710030320 7 + 
T = 
2488320 | +1023307084800 7^ + 728175127680 7 ° + 285558873600 7 ? +47593145600 Z° 


; (1403325+ 205456507 --94064328 £^ + 200166120? + 220540320 2^ + 1225224007 + 27227200 7 ° 


1113694156575 + 32035524760890 7 + 312705981537300 7? +1556748027250416 7^ + 
+4619496184391088 7 ^ + 8782047646051680 7? +11017145350411200 ç ° +9106044140793600 7 7 + 
+ 47823972356160002* +1449211283520000 7? +193228171 136000 7” 


cS 


Bi) 


РС T 

` 209018880 
D 2 

KILL 8) serre?) Be) 2 (1215+96847 +23028 22 421840 7° + 7280 7“) 


3 
в()=- Sm [1658475 + 23489190 7 +1061223122° + 2244942007 + 246708000 7 * + 1369368007 + 304304007 ° 


* G) _ ci 930404475 + 195569413207 + 1364426046007 + 4722662672647 + 9349514048167 * + 


2488320| +11135988864002° + 7917560851207 + 3103900800007 ? + 517316800007? 
1230925120425 + 349231625347507 + 3382625012074207 ? +16760980423867682° + 
B;(F)= — Í _ |} 49590814422108967 * + 94101548570438407 + 117914338907164807 ° + 97392473533555207 7 + 


` 209018880 , a i 
+ 51130172994700807 5 +15491568892800002° + 2065542519040007 


Les développements asymptotiques des fonctions pour des valeurs de paramétre et d'argument 
réelles : 


VI WA Ee) see р (> VIS w^ и (0) see p (> 
soi ai «2 4 ein 2 € | BEO = p || Lë A gA а e Ag) 


Formule 55 dans l'article de Jones 


l AC A nel) s a8 p Q6 pele) з= 
плэй) 4 g 4 Ü 2 e : Gr 8.00) ар | Lei? ein? e Gr В,(г(ї)) 


li 
8 


Formule 62 dans l'article de Jones &» Formule 2.9 dans l'article de Temme 
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Les développements asymptotiques des fonctions dérivées premières pour des valeurs de paramètre 
et d'argument réelles : 


шз ш Pi d ор з т и Joint 
otn ea et раро o, aja eiat pate ne 
2 5=0 H | > s=0 H 
Formule 50 dans l'article de Jones & Formule 2.33 dans l'article de Temme 
Jay p ph | der p ph | 
TEE es А 454,2 NP у 
ШЕН d dei e H (ape Ele) LU Bi), T Je 2) dei € H (pahe OV (-1f В (сї) 
2 и? +1 = u” ug EN - vi 
r ja 22 TE s=0 
2 2 
Formule 56 dans l'article de Jones 
NE _ uH Ice * NE _ p+ 1 5=0 * 
il Af? Pots [i ena 0) p | ITE tetu? (ier REA) 
s=0 H au s=0 H ` 


Simplification des équations transcendantales à l'aide des développements asymptotiques : 
roblème aux limites homogène axial sur un cylindre à section parabolique pleine 


r| -2 [p,(2)-p,(- z) 
> W,(p,2)= | 3 Se 
24x22 2422? 


Une des équations transcendantales qui permet de déterminer les valeurs propres du problémes aux 


Comme W, (p, z) - 


limites est de la forme ` p>0 tq 26 пия = 9. Avec les changements de variable adéquats : 
Zo 


faste et AS EE Pp+1 et t= | 22 m: On peut obtenir ипе 
2: 2 Zo zo(2p +1) 


simplification de cette équation transcendantale. Dans les deux cas suivant : ler cas argument 


2 
t>] : soit p < PT CH» _ 1, alors on voit rapidement que les valeurs de p doivent être trop faibles et 
220 2 


l'équation transcendantale n'a aucune chance d'être réalisée pour ce cas. 
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2 
2ème cas argument t<] : soit , > Th 1, étant donné le développement asymptotique restreint 


220 2 


au premier terme, il vient, une simplification de l'équation transcendantale de la forme : 


2 
3-1? d ga 


24e 4т 2 Cos 


Ез 


ЖАДИ, 


E 


3-r? 


2 $ 
T^ t-l 


2 5 eg oda 


272 
0 


t 
Changement devariable т -42p*l et t= 28 u 
z9(2p+1) 


1 


l-e} 


1- 2 [2 E 
dch SH SH (52) 4 p coent) КЕ t) || 
W 2плс |. 20 20 W 2плс | \ 2 4 
el P; 2, Ho p etm 2 0 pl з 1 
2722 ^ 272 fali-2h 
p 2nx C 2плс р 21 P 2 T 2 T 
Г D, o |-D, Lo D-—-e 4 (2p+1)2 Cos r n(c) Cos| т a t) 
2nx c 2 20 20 W 2nzc |. 4 4 
W, p, Zo mv pH ^ Y zo рі ^ 
Ae? 2 2 dch F 
ArcCos(t)-t 1-1? л- ArcCos(t) +t 1-1? z T 
DE ; n(-t)= ; >n) =>) 


t) 
d 


leit вон сч). 


1 


р 


7} 


| 


deal КЕ t) z) ode Z kola j 


r'n(t)- z) + d 


J 


() T т (2 


of afro) 


2p+l 


" 
4 


T 


cal Pa vlt: ; 


|| Р 17 ра) 


iti bei 


2p+l 
p ADR 
2e 4 Cos 


ka? 


1 
SEN 
2nzc 
| = 


20 


р 


J 


1 


PT 


EN 
2 


mw 


| 


DC рі da =) | 2 Jal2p+1)ze CE) 


1 


p 
reps- 
2na c 
W, р, Ho = 
Zo 


_2р+1 | 
1 


е 4 Sin 
Jal ы? | 


d 


E 
2 


La 
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Il est encore possible de simplifier ces deux développements pour des valeurs de p très grande, t 


devient trés petit, et le développement de la fonction n est alors très simple : 


2p+l 


W, 


Zo (ed 
плс ArcCos(t)-t 1-2 x t 5 2 
= 0 = x +O 
t 220+)“ <<0 > nlt) 2 4 t P \ |> 


1 
2плс | _ SC Vr(2p + Doe 4 Соор +1}) 
0 


E 
de E ^ Sin(2p+1)) 
x (2) 
2 


І 2p4 $ 
2 P p X? P. сай 
Comme pourz>>0 T Ges хү2ле af К x 272 ?е 2p? SES deel: = | 1+ l e À 
2 2 14 p 2p 
EL 
H 
p H E 
aer p P 
2 — 2 4 
De plus +1 eis | 2 — Yep): z1 
2p 16р 1536р rit? 
2 
1 )2 
DE E 
-| =+z EE p 4 21 p+1 
De méme T (l+ z) s V2re ` ID e£ je fin 2 E = defini: * Дры) FEE 
2 2 2 12) dn 16pJp 


3W W, 


e 


2плс Ï; 24. nz c(2p+1) 
É == $ 
‚ы-ы 


2nzc na c(2p+1 
„ано SE, 
20 20 


On parvient alors rien qu'avec le premier terme de chaque développement а ипе expression 
particulièrement simple qui permet de trouver immédiatement les valeurs propres p, sachant que : 


2l 
l, demi – longueur de la section parabolique symétrique sur l'axe x = цу = | 
c 


Zo Zo Zo 


20 


nnl, | 1 Sin 2nz 1 (2p 1) 20Р) o P Aml 
Ур Zo 4d, 2 


20 


2 2 
l 2nz lO pl 2nl,(2p+1 
4 D x [s Cos atl ps1) -0e nl ap E e p = 72 SE A 
2 4nl, 2) 2 
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Voici les valeurs propres de la première équation transcendantale, trouvée dans le cas où 20=5 et Ix=1, pour п en ligne 
allant de 1 à 7, et m en colonne allant de 1 à 10 : 

8.33573 24.0437 47.6056 79.0216 118.291 165.415 220.393 283.225 353.911 432.451 

3.91786 11.7718 23.5528 39.2608 58.8957 82.4577 109.947 141.363 176.705 215.975 

2.44524 7.68123 15.5352 26.0072 39.0972 54.8051 73.1311 94.075 117.637 143.817 

1.70893 5.63592 11.5264 19.3804 29.1979 40.9788 54.7233 70.4313 88.1027 107.738 

1.26715 4.40874 9.12113 15.4043 23.2583 32.6831 43.6786 56.245 70.3822 86.0901 

0.972622 3.59062 7.51761 12.7536 19.2086 27.1526 36.3155 46.7875 58.5685 71.6585 

0.762247 3.00624 6.37223 10.8602 16.4702 23.2022 31.0562 40.0322 50.1301 61.3501 


Voici les valeurs propres de la deuxième équation transcendantale, trouvée dans le cas où z0—5 et Ix=1, pour n en ligne 
allant de 1 à 7, et m en colonne allant de 1 à 10 : 

3.42699 15.208 34.8429 62.3319 97.6748 140.872 191.923 250.827 317.586 392.199 

1.4635 7.35398 17.1715 30.9159 48.5874 70.1858 95.7113 125.164 158.543 195.85 

0.808997 4.73599 11.281 20.444 32.2249 46.6239 63.6409 83.2758 105.529 130.4 

0.481748 3.42699 8.33573 15.208 24.0437 34.8429 47.6056 62.3319 79.0216 97.6748 

0.285398 2.64159 6.56858 12.0664 19.135 27.7743 37.9845 49.7655 63.1173 78.0398 

0.154498 2.11799 5.39049 9.97198 15.8625 23.0619 31.5704 41.3879 52.5144 64.9498 

0.0609987 1.74399 4.54899 8.47598 13.525 19.696 26.9889 35.4039 44.9409 55.5999 


probléme aux limites homogène axial sur un cylindre à section parabolique partielle 
Dans ce cas l'équation transcendantale s'écrit : 


2nzc Juge 2nzc 2nzc 
р, un W, p, ш р, ш Wol p, ш |=0: 
20 20 20 


20 
En prenant les expressions simples des fonctions paraboliques cylindriques de Weber, on peut 
immédiatement écrire : 


1 cn "AN zmn ca| SC zm NS l xfi i) zo 
J 20 20 20 20 |р 20 


Un petit simulation numérique donne pour Ix1=1, 1х2=2,с=1, 20=5 : 


2l 2l 1 
la demi — longueur sur l'axe x 2 uj = | = 1,5 demi - longueur sur l'axe х= ш = | > p= Д0 5 т?-—. 
rs Ve addu] 2 


Voici les valeurs propres de l' équation transcendantale exacte, pour n en ligne allant de 1 à 7, et m en colonne allant 
delàl0: 

п=1->р,„ ={23.307,91.9759,206.418,366.635,572.629,824.399,1121.95,1465.27,1854.37} 
п=2->р,„={12.7807,47.1231,104.345,184.454,287.451,413.336,562.109,733.771,928.32,1145.76,1386.08,1649.3} 
п=3->р,„={9.8815,32.7885,70.9371,124.343,193.008,276.931,376.114,490.555,620.254,765.213,925.43,1100.91} 
п=4->р,„={8.88631,26.0843,54.6961,94.7507,146.249,209.192,283.578,369.409,466.684,575.403,695.565,827.173} 
п=5->р,„={8.64961,22.4331,45.3224,77.3656,118.564,168.918,228.427,297.092,374.911,461.886,558.017,663.302} 
п=6->р,„={8.78886,20.3094,39.3829,66.0846,100.416,142.377,191.968,249.188,314.038,386.517,466.626,554.364} 
п=7->р,„={9.13956,19.0595,35.4064,58.292,87.7182,123.684,166.19,215.236,270.822,332.946,401.611,476.815} 


W, 


e 


W, 


e 


W, 


Voici les valeurs propres de l' équation transcendantale simplifiée, pour n en ligne allant de 1 à 7, et m en colonne 
allant de 1 à 10 : 

22.3882 91.0527 205.494 365.711 571.704 823.474 1121.02 1464.34 1853.44 2288.32 

10.9441 45.2764 102.497 182.605 285.602 411.487 560.26 731.922 926.471 1143.91 

7.12939 30.0176 68.1645 121.57 190.235 274.158 373.34 487.781 617.481 762.439 

5.22204 22.3882 50.9984 91.0527 142.551 205.494 279.88 365.711 462.986 571.704 

4.07764 17.8105 40.6987 72.7422 113.941 164.295 223.804 292.469 370.289 457.264 

3.3147 14.7588 33.8323 60.5351 94.8674 136.829 186.42 243.641 308.49 380.97 

2.76974 12.579 28.9277 51.8158 81.2435 117.211 159.717 208.763 264.349 326.474 
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Considération sur les équations transcendantales pour la détermination des valeurs propres des 


problèmes aux limites de l'équation de Laplace homogène sur les parois latérales d'un cylindre à 
section parabolique pleine ou sur un secteur de cylindre à section parabolique 


Les équations transcendantales sont de diverses nature, pour une section pleine, il s'agit d'un 
système de deux équations, selon que le problème est paire ou impaire dans les variables 
paraboliques de la section du cylindre : 


1 1 

vl Lal i (- nissim, |=0 
1 ч 1 

r[- inam )=0 ДЕЗЕ 


Et pour les équations transcendantales d'un secteur de cylindre à section parabolique 


D, Wim) ı (idiym)-D , Em) ; (Jiym)=0 


——-it —-it tit 


D, (imp (iym - D , (Jiym)D ï (Ыт). 


—iT -=-іт = 
2 2, 


Étant donné que les développement asymptotiques connus des fonctions paraboliques cylindriques 


sont de la forme :D , p} (+ und ou D, p tiViu һр), il convient de réaliser ип changement de 

-+i —— 

2 à 2 2 

variable adéquat de la forme : L =+ et nh sw cedar et t= = . D'autre part les 
24T 

variables y et z sont réputées réelles et positives. Il s'ensuit que : 

- pour des grandes valeurs de y et z restant fixe, la variable t devient supérieure à 1 

- pour des grandes valeurs de t et y restant fixe, la variable t devient inférieure à 1 

- étant donné que l'on utilise les fonctions de Weber paraboliques cylindriques paires et impaires, le 

paramétre t est soit positif, soit négatif 

- la ligne de séparation du comportement asymptotique est la valeur t=1, soit lorsque » f; = Уй 


Il faudra donc prendre les développements asymptotiques en conséquence, pour une tentative de 
simplification des équations transcendantales. 
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Simplification des équations transcendantales à l'aide des développements asymptotiques : 


probléme aux limites homogène latéral sur un cylindre à section parabolique pleine 


Les équations transcendantales sont de diverses natures, pour une section pleine, il s'agit d'un 
systéme de deux équations, selon que le probléme est paire ou impaire dans les variables 
paraboliques de la section du cylindre : 


(m dE (12) ДЕЕ ои g v (diras J-o (22) ДЕЕ 


Сотте Р, (р,2)= > W,(p,z)= р+1 
2/7 22 2/72 2 
3-2i 1-2i 
d air) D, (ru: (ir) d 3 D, Mrxo)-D i (ir) 
E -zti d l. - 4 Eus -, tir 
W, tiir - PET W, 5 Fit, iyx, = DI 
2/72 4 2/72 4 
-2i 1-2i 
d 2 D. (idiyxo)+D Y. ах) d 3 Di. (idiyxo)-D D: Lan 
Ë. m -, tit SC L i E 4 SC E 
W, => tic ii = DES W, S Hit, ух, = I 
2422 ^ 2/72 4 


Prenons le premier cas : pour des grandes valeurs de t et y restant fixe, la variable t «1, alors 
l'équation transcendantale (1.1) ne possède plus de solution lorsque t est suffisamment grand, en 
effet le comportement asymptotique est celui d'un cosinus hyperbolique : 
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De même pour la fonction de Weber parabolique cylindrique impaire de l'équation (2.1), il vient : 
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Les développements simplifiés des fonctions de Weber Paraboliques Cylindriques des équations 
(1.1) et (2.1) sont donc les suivants pour UNES 
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La ligne de séparation entre t >1 et t <1 est constituée par les valeurs de paramètres telles que : 


y „чт. Pour t<1, alors ТРИ cela indique que sur le quart de plan (т, y) positif, la zone sous 
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la courbe ,- 24r ne produit pas de racines de l'équation transcendantale (1.1). Il en est de méme 
Xo 


pour l'équation (2.1). 
Prenons le deuxième cas : pour des grandes valeurs de у et т restant fixe, la variable t» 1, 
yw Ak: €t en testant numériquement sans pouvoir le démontrer formellement, la forme 


asymptotique des fonctions de Weber Paraboliques Cylindriques semble proportionnelle à des 
fonctions sinusoidales comme suit : 
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Trouvons la relation entre les deux constantes de proportionnalité en considérant que la valeur 
prépondérante de la fonction parabolique cylindrique est celle de D, ae at dd? Lan, „Ми, il 
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Pour une raison inconnue de moi, mais en testant numériquement la valeur de la constante de 
9r Ar 


proportionnalité qui se rapproche le plus est la suivante : Al 28e * = B(r)= 2162 8 . Toutefois rien 
dr 


ne prouve cela théoriquement. Cela donne les évaluations suivantes : 
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Donc pour t>1, alors UE cela indique que sur le quart de plan (т, y) positif, la zone au 


dessus la courbe „— 2/7 produit pas une infinité de racines des équations transcendantales (1.1). 
Xo 


Il en est de méme pour l'équation (2.1). 
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Les développements des fonctions des équations (1.2) et (2.2) : 
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Résumons ces deux développements asymptotiques pour les équations (1.2) et (2.2) : 
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Ces deux développements sont valables pour toutes valeurs de t, y, il s'ensuit que dans tout le quart 
de plan (t, y) positif, il y a présence de solutions des équations transcendantales (1.2) et (2.2). 
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Revenons au système d'équations transcendantales : 
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Voici un graphe de contour comparatif des iso-lignes d'annulation des deux fonctions paires selon 
soit la valeur littérale des fonctions de Weber paraboliques cylindriques paires (bleu et marron) 
soit la valeur simplifiée (rouge et jaune). La courbe verte est la courbe de séparation E š 
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Voici un graphe de contour comparatif des iso-lignes d'annulation des deux fonctions impaires 
selon soit la valeur littérale des fonctions de Weber paraboliques cylindriques impaires (bleu et 


marron) soit la valeur simplifiée (rouge et jaune). La courbe verte est la courbe de séparation 
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Il est on ne peut plus clair, tant pour les fonctions de Weber paraboliques cylindriques paires 


qu'impaires, que le systéme simplifiée donne des iso-lignes se confondant trés vite avec le systéme 


d'origine. 
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On peut simplifier encore ип peu les deux systèmes d'équations transcendantales : 
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Simplification des équations transcendantales à l'aide des développements asymptotiques : 


probléme aux limites homogène latéral sur un secteur de cylindre à section parabolique 


Les équations transcendantales qui permettent de déterminer les valeurs propres du problémes aux 
limites sont de la forme : 


() p. im PP à (idiym.)-D + (iym. )р , Wim) 


——-it —iT -— 
2 


(2) De (im, |р 1 (iym, )- P Wim, )p zs Wim )- 9 | 


———iT = == 
2 2 


0 


Nous avons également montré que ce système est équivalent au système suivant utilisant les 
fonctions paires et impaires, ce qui donne en injectant les formes asymptotiques simplifiées : 
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est plus intéressante. 
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La première équation est triviale, preuve que le développement n'est pas assez précis . La seconde 
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Une adaptation idoine des formules asymptotiques utilisant uniquement les fonctions d'Airy 
injectée dans la première équation donne : 
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Appliqué à la premiére équation transcendantale, il vient : 
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Toutes les combinaisons possibles de valeur dans le quart de plan donne : 
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Avec l'emploi mixte des formules asymptotiques utilisant les fonctions d'Airy et les fonctions 
élémentaires, tout cela injectée dans la première équation, cela donne : 
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Appliqué à la premiére équation transcendantale, il vient : 
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Commentons un petit peu ces résultats d'après le graphe de contour suivant qui représente les iso- 
lignes des diverses équations transcendantales soit sous forme littérale, soit sous forme simplifiée : 
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L'équation Sin 213E Loi: EN -0 , représentée par les courbes en jaune, possède des 
Ze Ze 
solutions dans tout le quart de plan (z,y) positif. La première équation transcendantale 
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dr d2) dei) ll d2) dë 4) possède une infinité de racines. Finalement 


les expressions simplifiées coincident remarquablement dans tout le quart de plan avec les 
expressions littérales des fonctions paraboliques cylindriques. 


